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íéðéðò ïëåú
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1 ÷ø�
íéîñç

ìù íåîéðéîäå íåîéñ÷îä ,ïåúçúä íñçä ,ïåéìòä íñçä úà àöî .1 äìàù.êéúåðòè úà ÷îð .íéîéé÷ íä øùàë ,úåàáä úåöåá÷äA := f5� 23n : n 2 Ng (1.1B := f(�1)n �5� 34n � : n 2 Ng (1.2C := f n2+3nn2�3n+4 : n 2 Ng (1.3D := fn + 1m : n;m 2 Ng (1.4.íåîéðéîå íåîéñ÷î ùé ä÷éø àìå úé�åñ äöåá÷ ìëì éë çëåä .2 äìàùäìàù äúåà ìò äðò ? inf T å inf S ïéá øù÷ä äî .S � T ù ïåúð .3 äìàù.supT ,supS éáâì.úåàáä úåðòèäî úçà ìë ,úéãâð àîâåã éãé ìò êø�ä åà ,çëåä .4 äìàù.òøìî àì êà ìéòìî äîåñçå íééùîî íéø�ñî ìù ä÷éø àì äöåá÷ A éäú (4.1.ìéòìî àì êà òøìî äîåñç A
 äîéìùîä äöåá÷ä éæà7



íéîñç .1 ÷ø� 8.ãéçé àåä äöåá÷ì íåîéðéî íéé÷ øùàë (4.2åëøòå ,íåîéðéî íéé÷ 
S äöåá÷ì æà ,
 > 0 å íåîéðéî íéé÷ S äöåá÷ì íà (4.3.
 �minS àåä:éæà .ä÷éø àì äîåñç äöåá÷ S éäú (4.4sup 
S = 8><>:
 � supS 
 > 0
 � inf S 
 < 0.S+T := fs+t : s 2 S; t 2 Tg ïîñð .úåîåñçúåöåá÷S; T 6= ;äðééäú (4.5:éæàsup(S + T ) = supS + sup Tinf(S + T ) = inf S + inf T:éæà .úåîåñç úåöåá÷ S; T 6= ; äðééäú (4.6sup(S [ T ) = maxfsupS; sup Tginf(S \ T ) = minfinf S; inf Tgïîñð .íééáåéç íéø�ñî ìù úåöåá÷ S; T 6= ; äðééäú (4.7S � T := fs � t : s 2 S; t 2 Tg; 1S := f1s : s 2 Sg :éæàsup(S � T ) = supS � sup Tinf � 1S� = 1supS



9 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç
.äàáä äðòèä úà çëåä .f; g : R ! R úåéö÷ðå� éúù úåðåúð .5 äìàùsupfjf(x) + g(x)j : x 2 [a; b℄g �� supfjf(x)j : x 2 [a; b℄g+ supfjg(x)j : x 2 [a; b℄g



2 ÷ø�
úåøãñ ìù úåìåáâ

:äøãâää é� ìò úåøéùé çëåä .1 äìàùlimn!1 2n+(�1)n3n = 23 (1.1limn!1 12n 
os(n2) = 0 (1.2limn!1 34+pn = 0 (1.3limn!1 n2�1300n+400000n5+8:5n+4 = 0 (1.4fang1n=1 äøãéñì éë åúøæòá çëåäå ,ìåáâ íåé÷ úøãâä úìéìù úà çñð .2 äìàù:éãé ìò úøãâåîäan = 8><>:0 éâåæ n1 éâåæéà n .ìåáâ íéé÷ àì10



11 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç:êø�ä åà çëåä .fang1n=0 äøãéñ äðåúð éäú .3 äìàùlimn!1 an = a) limn!1 janj = jaj (3.1(a øåáò íéø÷î éðù ïéá ïçáä) limn!1 janj = jaj ) limn!1 an = a (3.2limn!1an = 0) limn!1 an+1an = 0 (3.3limn!1an = 1) limn!1 (an)n = 1 (3.4:(íéè�ùî é� ìò) íéàáä úåìåáâä úà áùç .4 äìàùlimn!1 n3+4n�5n6+2n2�3 (4.1limn!1 2n sin n�33n (4.2limn!1 � 3pn+ 4� 3pn� (4.3limn!1 n7�3n2�11+2n2�n5 (4.4limn!1 np42n+3n5 (4.5limn!1 nPk=1 1(n+k)2 (4.6limn!1 10nn! (4.7limn!1 nPk=1k(2�3n)2 (4.8limn!1 �1� 122 � �1� 132 � � � � � � �1� 1n2 � (4.9limn!1 (�2)n�3n+12n+3n+1 (4.10limn!1 pnqn+pn+pn (4.11limn!1 n!nn (4.12limn!1 ( 1pn2+1 + 1pn2+2 + � � �+ 1pn2+n) (4.13limn!1 (n+1)!�n!(n+1)!+n! (4.14



úåøãñ ìù úåìåáâ .2 ÷ø� 12ìëìù 0 < q < 1 íéé÷å íééáåéç íéø�ñî ìù fxng1n=1 äøãéñ äðåúð .5 äìàùäøãéñäù úåàøäì ùé úéùàø) limn!1xn = 0 ù çëåä xn+1 � qxn ,n 2 N.(úñðëúîúà àöî .an; bn; 
n íä åéúåòìö éëøåàù ùìåùî íéé÷ n ìëìù ïåúð .6 äìàù.çëåä .(a; b; 
) øåáò íééøù�àä íéëøòä ìë:çëåä .íééáåéç íéø�ñî a; b; 
 åéäé [ïçáîî℄ .7 äìàùlimn!1 npan + bn + 
n = maxfa; b; 
g
:êø�ä åà çëåä .8 äìàù.ìåáâ ïéà fbng äøãéñìå ,L = 0 ìåáâì úñðëúî fang1n=1 äøãéñäù ïåúð (8.1t.ìåáâ ïéà fanbng1n=1 äøãéñì éæà.L 6= 0 íò�äù àìà ,íãå÷ åîë (8.2:êø�ä åà çëåä .9 äìàùùé åáù äø÷îá ãø�ðá ì�è) limn!1pan = 0 æà ,L = 0 å , limn!1an = L íà (9.1.(éìéìù an íøåáòù n ìù íéëøò óåñðéà.(L = �1 äø÷îá ãø�ðá ì�è) L < 0 øùàë äìàù äúåà (9.2.(L =1 äø÷îá ãø�ðá ì�è) .L > 0 øùàë äìàù äúåà (9.3éúù fang1n=1; fbng1n=1 äðééäú :äàáä äðòèä úà êø�ä åà çëåä .10 äìàù.é�åñ ìåáâ íéé÷ àì fan � bng1n=1 äøãéñì éæà .úåîåñç àì úåøãñ



3 ÷ø�
ø�ñîä ,äéñøå÷ø ,úåéðåèåðåî úåøãñe
:íéé÷úî k 2 N ìëìù êë íéø�ñî úøãéñ fang1n=1éäú [ïçáîî℄ .1 äìàùa2k < a2k+2a2k+1 < a2k�1. limn!1(an+1 � an) = 0 íà ÷øå íà úñðëúî fang1n=1 éë çëåääøãéñäù ïåúðå ,fang1n=1; fbng1n=1 úåøãñ éúù úåðåúðà [ïçáîî℄ .2 äìàù. limn!1 anbn åäî ÷åãá . limn!1an =1 íéé÷úîå ,äîåñç fan + bng1n=1.3 äìàùàäú (3.1A := fxn =r2q2p2 � � �| {z }íéîò� n : n 2 Ng13



e ø�ñîä ,äéñøå÷ø ,úåéðåèåðåî úåøãñ .3 ÷ø� 14xn+1 = å ,x1 = p2 äéö÷åãðéàá øãâä :æîø) .supA úàå inf A úà àöî(.p2xn.ïåøú� àåöîì ÷é�ñî àì) .q5 +p5 +p5 + x = x äàååùîä úà øåú� (3.2.(úàöîù åìàì èø� úåðåøú� ïéàù çéëåäì ùé,n 2 N ìëìå ,a1 = 
 :äàáääøåöá fang1n=0 äøãéñ øéãâðå 
 > 0 éäé .4 äìàù.an+1 = p6 + an? äìåò ,äòåá÷ ,úãøåé äøãéñä 
 éëøò åìéà øåáò (4.1? ìåáâä åäî ? ìåáâ äøãéñì íéé÷ íàä ,íéø÷îäî ãçà ìëá (4.2.an = 1n+ 1n+1+� � �+ 13n :àáä ï�åàáúøãâåîääøãéñfang1n=0 éäú .5 äìàù.[23 ; 32 ℄ òè÷á àöîð äìåáâùå ,úñðëúî äøãéñäù çëåä:íéàáä úåìåáâä úà áùç .6 äìàùlimn!1�n2�2n2�3�4n2�1 (6.1limn!1 �3n�22n+1�n (6.2limn!1�2n3�12n3+3�3n3+4 (6.3úåðòèäî åìéà òá÷ .ìéòìîäîåñçäðéàùíéø�ñîúøãñfang1n=1 éäú .7äìàù.(÷îð) ïåúðäî úåòáåð úåàáän ìëì an+1 � an (7.1íééåñîN î ìçä an+1 � an (7.2íé-n óåñðéà øåáò an+1 � an (7.3íé-n óåñðéà øåáò an+1 � 10001000000000 (7.4



15 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç.óåñðéàì ú�àåùù äøãéñ-úú ùé fang1n=1 ì [ïçáîî℄ (7.5,n ìëì éæà .(0 î íéðåù) íééáåéç íéø�ñî úøãñ fang1n=1 éäú .8 äìàùn1a1 + � � �+ 1an � npa1 � � � � � an � a1 + � � �+ annòöåîî àø÷ð éòöîàä íøåâä ,éðåîøä òöåîî àø÷ð éìàîùä íøåâä ,äæ ïåéåù-éàá.(äæ ïåéåù-éà çéëåäì ùøãð êðéà) éøáâìà òöåîî àø÷ð éðîéä íøåâäå éøèîåàâ:çëåälimn!1 npa1 � � � � � an = éæà .a ìåáâìúñðëúîäúéáåéçäøãéñfang1n=1 éäú (8.1.a. limn!1 npan = a éæà . limn!1 an+1an = a ù êë úéáåéç äøãéñ fang1n=1 éäú (8.2úåìåáâä úà àöî (8.3limn!1 np1 + anlimn!1 np 2npa� 1 .a > 1 øåáò:íéàáä úåìåáâä úà àöî (8.4limn!1 2nn!nn .1limn!1 nq1�3�5�����(2n�1)2�4�6�����2n .2limn!1� (2n)!(n!)2�1=n .3limn!1 n��n .4limn!1nnqn; (0 < q) .5limn!1 �n1=n�1=n .6



e ø�ñîä ,äéñøå÷ø ,úåéðåèåðåî úåøãñ .3 ÷ø� 16limn!1 a1=n2 ; a > 0 .7,0 < b < 1 íéø÷îì ÷ìç :æîø) limn!1 bn(1+b)(1+b2)���(1+bn) (0 < b) .8.(1 < b ,b = 1éãé ìò úøãâåîä äøãéñäù çëåä .9 äìàù8><>:a1 = 1an+1 = an + 1an.(úéðåèåðåî àéäù äàøäå ,äîåñç àéäù äìéìùá çðä :æîø) äîåñç äðéà.an = 
2+ a2n�12 ,éòáèn ìëìå ,a0 = 
 øéãâð .0 < 
 < 1 éäé [ïçáîî℄ .10 äìàù.äìåáâ úà àöîå ,úñðëúî úìá÷úîä äøãéñäù çëåä. limn!1 (1n+2n+���+nn)1=nn ìåáâä úà àöî .11 äìàù



4 ÷ø�
úåøãñ ,úåøãñ-úú ,ïåúçúå ïåéìò ìåáâøåèð÷ è�ùîå éùå÷

:øùàë ,fang1n=1 äøãéñä ìù íéé÷ìçä úåìåáâä ìë úà àöî .1 äìàùan = 5n+(�5)n4n (1.1an = 4n+(�4)n5n (1.2an = n� 7 �n7 � (1.3øéãâð n 2 N øåáòå a1 = 0 éäé .2 äìàù8><>:a2n = a2n�12a2n+1 = 12 + a2n.lim inf an úàå lim sup an úà àöî17



øåèð÷ è�ùîå éùå÷ úåøãñ ,úåøãñ-úú ,ïåúçúå ïåéìò ìåáâ .4 ÷ø� 18éæà ,äîåñç fbng1n=1 å úñðëúî fang1n=1 íàù çëåä .3 äìàùlim sup(an + bn) = lim sup an + limsup bn
.4 äìàùéæà ,lim supan � lim sup 1an = 1 íéé÷úîå ,n ìëì an > 0 íàù çëåä (4.1.íéé÷ limn!1 an ìåáâä.an > 0 ,n ìëìù äùéøãä úà íéèéîùî øùàë úéãâð àîâåã ïú (4.2.5 äìàùø�ñîì úñðëúî äðéàù íééìðåéöø íéø�ñî ìù éùå÷ úøãéñ ìù àîâåã ïú (5.1.êúáåùú ÷ãöä .éìðåéöøjan+1 � anj � K � úîéé÷îä äøãéñ fang1n=1 éäúå 0 � K < 1 éäé (5.2.úñðëúî fang1n=1 äøãéñäù çëåä .n � 2 ìëì jan � an�1j:äéö÷åãðéàá äøãéñ øéãâð [ïçáîî℄ (5.3a1 = 13; an+1 = an + (�1)n� 12n + 12n � n!� (n � 1):.úñðëúî äøãéñäù çëåä:äàáä äøãéñá ïðåáúð .6 äìàù1; 1; 12 ; 1; 12 ; 13 ; 1; 12 ; 13 ; 14 ; 1; 12 ; 13 ; 14 ; 15 ; : : ::úåàáäúåùéøãäúàúåîéé÷îäúåøãñ-úú óåñðéàùé úàæ äøãéñìùäàøä (6.1



19 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç.äøãéñä ìù íéñ÷ãðéàä ìë úà äñëé ïäìù íéñ÷ãðéàä ìë ãåçéà .1.íé�úåùî íéñ÷ãðéà úåøãñä-úúì ïéà .2.(?ìåáâä åäî) ìåáâ åúåàì úå�àåù úåøãñ-úúä ìë .3,(2) ,(1) úåðåëú úåîéé÷úîù êë úåøãñ-úú ìù é�åñ ø�ñî ùé íàù òåãé (6.2åðìù äø÷îá íâ íàä .ìåáâ åúåàìå ,àéä óà úñðëúî úéøå÷îä äøãéñä æà ,(3) å?òåãî ?äìùúåøãñ-úúä (óåñðéà) ìù óúåùîä ìåáâì úñðëúîúéøå÷îääøãéñä:úåàáä úåøãñä úà äéö÷åãðéàá øéãâð .7 äìàù8><>:a1 = 1an+1 = p6 + an ; 8><>:b1 = 4bn+1 = p6 + bnäöåá÷ä íàä (7.11\n=1[an; bn℄?éäî - ïë íà ?ãáìá úçà äãå÷ð äìéëîúåøãñá ïðåáúð (7.2
n = 8><>:an éâåæ n6� an éâåæéà n ; dn = 8><>:bn éâåæ n6� bn éâåæéà n ; In = 8><>:[
n; dn℄ éâåæ n[dn; 
n℄ éâåæéà näöåá÷ä íàä1\n=1 In?éäî - ïë íà ?ãáìá úçà äãå÷ð äìéëîjan�an�1j <íéé÷úî2 � n ìëìåa1 = 12 ùêëäøãéñfang1n=1 éäú .8äìàù.0 � a � 1 ù êë a ìåáâì úñðëúî äøãéñäù çëåä . 12n



5 ÷ø�
íéøåè

.íéàáä íéøåèä ìù úåøãáúä/úåñðëúä ÷åãá .1 äìàù1Pn=1 2nn!nn (1.1(a > 0) 1Pn=1� nPk=1 1k� an (1.21Pn=1� n10n + 1pn(n+1)� (1.31Pn=1�2n�1nn + 2�5�����(3n�1)1�5�����(4n�3)� (1.41Pn=1� 1npn + 12n�n� (1.5:íéàáä íéøåèä ìù íîåëñ úà àöî .2 äìàù1Pn=1 1n(n+1)(n+2) (2.11Pn=1 ln�1� 1(n+1)2� (2.21Pn=1 1(�+n)(�+n+1) � 6= 0;�1;�2;�3; : : : (2.320



21 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç:êø�ä åà çëåä .3 äìàù.øãáúî 1Pn=1 1bn øåèä æà ,ñðëúî 1Pn=1 bn éáåéçä øåèä íà (3.1.øãáúî 1Pn=1 an1+an íâ æà ,øãáúî 1Pn=1 an éáåéçä øåèä íà (3.2.ñðëúî 1Pn=1 an2 íâ æà ,ñðëúî 1Pn=1 an éáåéçä øåèä íà (3.3?ñðëúî øåèä íàä .1 � 14 + 12 � 142 + 13 � 143 + : : : øåèä ïåúð .4 äìàù.(êø�ä åà çëåä). 1p2�1 � 1p2+1 + 1p3�1 � 1p3+1 + : : : øåèä øåáò äìàù äúåà .5 äìàù?íéøãáúî åà éàðúá ,èìçäá íéñðëúî íéàáä íéøåèä x éëøò åìéàì .6 äìàù1Pn=1 1n � 2xx+4�n (6.1(x 6= �1) 1Pn=1 11+xn (6.2:íéøãáúî åà éàðúá ,èìçäá íéñðëúî íéàáä íéøåèä íàä ÷åãá .7 äìàù1Pn=1 (�1)n(n�1)2 � n2n�1�n (7.11Pn=1(�1)[n=2℄ 1n (7.21Pn=1 
os(n�6 )ln(n+1) (7.3.8 äìàù.èìçäá ñðëúî 1Pn=1 anbn øåèä æà ,íéñðëúî 1Pn=1 b2n ïëå 1Pn=1 a2n íàùçëåä (8.1.èìçäá ñðëúî 1Pn=1 ann æà ,ñðëúî 1Pn=1 a2n íàù çëåä (8.2



íéøåè .5 ÷ø� 22çëåä .Nk = k; k + 1; k + 2; : : : ïîñð .úéæòåìä äðùä ø�ñî k éäé .9 äìàùíéé÷úîù êë ,f : Nk ! Nk ìòå úéëøò ãç-ãç äéö÷ðå� úîéé÷ù1Xn=1 (�1)f(n)f(n) ln(f(n)) ln(ln(f(n))) = p3.(! f úà àåöîì úù÷áúð àì :æîø)êë åéøáéà úà øãñì ïúéð íàä ,íéàáä íéøåèäî ãçà ìë éáâì ,òá÷ .10 äìàù.�5 äéäé ìá÷úîä øåèä íåëñù1Pn=1 n 
os(n!)3n (10.11Pn=1 
os(n�)ln(n+1) (10.21Pn=1(�1)nn! (10.3.an = (p2)(�1)n+1n äøãéñá ïðåáúð .11 äìàù?úãøåé úàæ äøãéñ íàä (11.1øåèä íà ?øãáúî ?éàðúá ?èìçäá ñðëúî 1Pn=1(�1)n+1an øåèä íàä (11.2àéä S2n íéé÷ìçä íéîåëñä úøãñù äàøä :æîø) .åîåëñ úà àöî - ñðëúî(.úéðåèåðåî.øãáúî 1Pn=2 (�1)npn+(�1)n øåèäù çëåä .12 äìàù:íéàáä íéøåèä ìù úåøãáúä/úåñðëúä ÷åãá .13 äìàù1Pn=1�q1 + (�1)nn � 1� (13.11Pn=1(�1)n ��2 � ar
tan(n)� (13.2



23 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçéãé ìò íéìá÷úîä ,íéàáä íéøåèäù çéððå ,åäùìë øåè 1Pn=1 an àäé .14 äìàù:íéñðëúî ,øåèá íééøâåñ ú�ñåä1Xn=1 bn = (a1 + a2) + (a3 + a4) + (a5 + a6) + : : :1Xn=1 
n = a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5) + : : :
?ìåáâ åúåàì íéñðëúî íéøåèä úùåìù íàä . limn!1an = 0 ù çéðð (14.1.( limn!1an = 0 ù ïåúð àìå) ìåáâ åúåàì íéñðëúî 1Pn=1 
n å 1Pn=1 bn ù çéðð (14.2?ñðëúî 1Pn=1 an çøëäá íàäçøëäá íàä .(ìåáâ åúåàì çøëäá àì) íéñðëúî 1Pn=1 
n å 1Pn=1 bn ù çéðð (14.3.úéãâð àîâåã ïú - úéìéìù äáåùúä íà ?ñðëúî 1Pn=1 ané�åñ ø�ñî ÷åøæð íà" :äàáä äðòèá ïðåáúð .ñðëúî øåè 1Pn=1 an éäé .15 äìàù."ñðëúî ìá÷úééù ùãçä øåèä íâ æà ,øåèäî íéøáéà ìùíééåñî íå÷îî ìçäù øîåìë( óåñáì éáåéç øåè øåáò ÷ø äðåëð äðòèä íàä (15.1?)íééáåéç åéøáéà ìë?èìçäá ñðëúî øåè øåáò äðåëð äðòèä íàä (15.2?éàðúá ñðëúîä øåè øåáò äðåëð äðòèä íàä (15.3.èìçäá ñðëúî 1Pn=1 
os(n�=6)ln(n+1) øåèä íàä ÷åãá .16 äìàù



íéøåè .5 ÷ø� 24.éàðúá ñðëúîä øåè ïåúð éäé .17 äìàùøåèä ïëå ,øãáúî ãáìá åìù íééáåéçä íéøáéàäî áëøåîä øåèäù çëåä (17.1.øãáúî ãáìá åìù íééìéìùä íéøáéàäî áëøåîäé�åñðéà ø�ñî ïëå íééáåéç íéøáéà ìù é�åñðéà ø�ñî íé÷øåæ åðàù çéðð (17.2íéøáéà ìù é�åñðéà ø�ñî øåèá øàùð ïééãòù êë ,øåèäî íééìéìù íéøáéà ìùñðëúî ïééãò ùãçä øåèä íàä .íééìéìù íéøáéà ìù é�åñðéà ø�ñîå íééáåéç.íéø÷îì ÷ìç ?éàðúáèìçäá ñðëúî 1Pn=1 an øåèä íàä òá÷ ,úåàáä úåøãñäî úçà ìëì .18 äìàù.éàðúá åàan = 8><>: 12k+1 n = 2k + 1�1(2k)2 n = 2k (18.1
an = 8><>: 1ln(2k+1) n = 2k + 1tan �78k3 n = 2k (18.2(.tan(x) < 0 æà ,��=2 < x < 0 íàù áì íéù)an = 8>>>>><>>>>>: 1(22k+11)7:5 n = 22k + 111� 
os 1p4k n = 4k0 úøçà (18.3

åéøáéà úà øãñì ïúéð æà ,éàðúá ñðëúî 1Pn=1 an íà ,ïîéø è�ùî é�ì .19 äìàùøåèä íàä .S 6= �1 ù çéðð .S íåëñì ñðëúîä , 1Pn=1 bn åðîñðù øåèì ùãçî?éàðúá ñðëúî 1Pn=1 bn



25 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç?íéñðëúî íéàáä íéøåèä k å � ìù íéëøò åìéàì .20 äìàù1Pn=1 �n+1n ��n (20.11Pn=1nk�n (20.21Pn=1 (2��1)npn (20.3



6 ÷ø�
úåéö÷ðå� ìù úåìåáâ

.äøãâää é� ìò (ìåáâä úà àöî åà) çëåä .1 äìàùlimx!7 x2�x�6x�8 = �36 (1.1limx!1 x2�1x�1 = 2 (1.2(a > 0) limx!a 1x = 1a (1.3limx!�1 6x2+13+2x2 (1.4limx!1 6x2+13x�1 (1.5.úåàáä úåðòèä úà çëåä .2 äìàù.íéé÷ àì limx!0 1x (2.1.íéé÷ àì limx!0 
os 1x (2.226



27 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç.f(x) = 8><>:1� x x 2 Qx2 x 62 Q éäú .3 äìàù?íéé÷ limx!a f(x) ìåáâäù êë a íéé÷ íàä (3.1.g(x) = 8><>:2x� 1 x 2 Qx2 x 62 Q äéö÷ðå�ä øåáò ì"ðë (3.2.(íéè�ùî úøæòá) íéàáä úåìåáâä úà àöî .4 äìàùlimx!�1x(x�px2 + 1) (4.1limx!�6=0 sin(x��)x2��2 (4.2limx!0[x sin 1x ℄ (4.3limx!1 � 11�x � 21�x2 � (4.4limx!1(x+ sin x) (4.5limx!0 3p1+x� 3p1�xx (4.6limx!0 x2+sin 1x (4.7limx!1 1+
os �xx2�2x+1 (4.8limx!0 x2 sin 1xsinx (4.9limx!� � 1sinx + 1tan x� (4.10limx!�2 x2�4ar
tan(x+2) (4.11. limx!1 (f(2x)� f(x)) = 0 æà , limx!1 f(x) = L íà :êø�ä åà çëåä .5 äìàùìåáâäù êëî ÷éñäì ïúéð íàä .íéé÷ àì limx!0 sin 1x ìåáâä ,òåãéë .6 äìàùé� ìò ìåáâä úøãâäá ùåîéùå x íå÷îá 1n úáöä éãé ìò íéé÷ åðéà limn!1 sin(n)?òåãî ?úåøãñ



7 ÷ø�
íééðéáä êøò è�ùî ,úå�éöø

ä�éöø f éë çéðð .x0 äãå÷ðä úáéáñáúåøãâåîä úåéö÷ðå� g å f äðééäú .1 äìàù.x0 á ä�éöø äðéà g ïëå x0 úáéáñá.f(x0) = 0 éæà x0 á ä�éöø f � g íàù çëåä (1.1.x0 á ä�éöø f � g éæà ,x0 úáéáñá äîåñç g ïëå f(x0) = 0 íàù çëåä (1.2çëåä ? x0 úáéáñá äîåñç g ù äçðää ìò íãå÷ä óéòñá øúååì ïúéð íàä (1.3.êúáåùú úà.ïâååñå úåàáä úåéö÷ðå�ä ìù úå�éöøä éà úåãå÷ð úà àöî .2 äìàùf(x) = (x� [x℄)(x� 1) (2.1f(x) = 8><>:x2 (8n 2 N)x 6= 12nx (9n 2 N)x = 12n (2.2f(x) = xsinx (2.3f(x) = (�1)[ 1x ℄ (2.428



29 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçf(x) = 8><>: tan 2x5x x 6= 03 x = 0 (2.5.ä�éöø äéäú äàáä äéö÷ðå�äù êë b å a àöî .3 äìàùf(x) = 8>>>>><>>>>>:�2 sinx x � ��2a sinx + b ��2 < x � �2
os x �2 < x [ïçáîî℄ .4 äìàùåà çëåä . limx!1 f(x) = �1 úîéé÷îå ,[0;1) á úéìéìùå ä�éöø f ù ïåúð (4.1.supff(x) : x 2 [0;1)g < 0 :êø�äïåúð óñåðá .f(x) � g(x) ,x 2 [0; 1℄ ìëìå ,[0; 1℄ á úå�éöø f; g éë ïåúð (4.2äãå÷ð úîéé÷ù çëåä .supff(x) : x 2 [0; 1℄g = supfg(x) : x 2 [0; 1℄g.f(x0)2 � 3f(x0) = g(x0)2 � 3g(x0) äøåáò x0 2 [0; 1℄úåîéé÷îä ,[0; 1℄ øåâñä òè÷á úå�éöø úåéö÷ðå� g å f äðééäú .5 äìàùx0 2 [0; 1℄ äãå÷ð úîéé÷ù çëåä .f([0; 1℄) � [0; 1℄ ,g([0; 1℄) = [0; 1℄.f(x0) = g(x0) äøåáòùçëåä .f(2) = 1 ù êë [0; 2℄ òè÷á ä�éöø äéö÷ðå� f éäú [ïçáîî℄ .6 äìàù.f(x0) = 1x0 ù êë [0; 2℄ á x0 äãå÷ð úîéé÷ù.éùîî ùøåù ùé úéâåæéà äìòîî íåðéìå� ìëìù çëåä .7 äìàù



íééðéáä êøò è�ùî ,úå�éöø .7 ÷ø� 30.8 äìàù.[0;1) òè÷á ãéçé ïåøú� ùé x sinx + 
os x = x2 äàååùîìù çëåä (8.1ìåáâäù êë a > 0 ùé íàä .f(x) = 8><>:x sinx + 
os x x 2 Qx2 x 62 Q éäú (8.2?íéé÷ limx!a f(x)



8 ÷ø�
úåøæâð

.íù úåøæâðä éëøò úà áùçå ,úîéé÷ úøæâðä x éëøò åìéàì ïééö .1 äìàùf(x) = ln(jx+ 2j(x+ 3)) (1.1f(x) = 8><>:x2 ar
tan 1x�2 x 6= 20 x = 2 (1.2f(x) = (log10(x))log10(x) (1.3f(x) = x(xx) (1.4f(x) = logx(x) (1.5f(x) = 2x+
os(x2) (1.6f(x) = ear

os(2x+1) � ar
sin(3x+ 5) (1.7f(x) = (10x3 + 2(x4 + 4))10 (1.8f(x) = ln(sin2(3x+ 8)) (1.9f(x) = ((5x)10 + 8x7 � 3)� 23 (1.1031



úåøæâð .8 ÷ø� 32f(x) = 3(x+ 1)(x + 1)3 ln(x3 + 1) (1.11f(x) =q1+x1�x (1.12f(x) = x sin x1+tan x (1.13ìåáâäù çéðð .äîöò 0 äãå÷ðá àì êà ,0 úáéáñá úøãâåî f éäú .2 äìàù.L ì äååùå íéé÷ limx!0 f(x)x.ä÷éìñ àéä 0 á úå�éöøä-éàù çëåä (2.1äøéæâ àéä 0 á úå�éöøä-éà ÷åìéñ éãé ìò f î úìá÷úîä äéö÷ðå�äù çëåä (2.2.äúøæâð úà áùç .0 á.R á úøãâåî f éäú .3 äìàù.limh!0 f(x0+h)�f(x0�h)2h = f 0(x0) éæà x0 á äøéæâ f íàù çëåä (3.1(é�åñ) ìåáâ íéé÷ úàæ ìëáå ,x0 á äøéæâ äðéàù f äéö÷ðå�ì àîâåã àöî (3.2.limh!0 f(x0+h)�f(x0�h)2h éåèéáìíéé÷úî x; y ìëìù êë ,R á äøéæâ f éäú .4 äìàùf(x+ y) = f(x) + f(y) + 2xy:.f 00(x) = 2 úîéé÷îå x á íééîò� äøéæâ f ,x ìëìù çëåä:çëåä .f(x) = x 
os 1x éäú [ïçáîî℄ .5 äìàù.0-á ä÷éìñ úå�éöø-éà úìòá f(x) (5.1.0-á äøéæâ äðéà úå�éöøä éà ÷åìéñ éãé ìò f î úìá÷úîä äéö÷ðå�ä (5.2



9 ÷ø�
øåìééè úçñåð

.úåàáä úåéö÷ðå�ä ìù ïøåì÷î úçñåð àöî .1 äìàù.3 øãñ ãò f(x) = 2x (1.1.5 øãñ ãò f(x) = tan x (1.2.a = 1 áéáñ ,f(x) = xx�1 øåáò 2 øãñî áø÷îäíåðéìå�ä úà áùç .2 äìàù:áùç .3 äìàù.10�8 ìù ÷åéãá sin(1Æ) (3.1.10�5 ìù ÷åéãá log10(11) (3.2.4 äìàùù êë R ìò úøãâåî f(x) äéö÷ðå� àöî [ïçáîî℄ (4.1f(3) = 2; f 0(3) = 5; f 00(3) = �4; f 000(3) = 7; f (4)(3) = �1; f (5)(3) = 633



øåìééè úçñåð .9 ÷ø� 34úîéé÷îå [�1; 1) á íéîò� 10 äøéæâ f äéö÷ðå� àöî .a; b; 
; d 2 R íéðåúð (4.2f(0) = a; f (4)(0) = b; f (6)(0) = 
; f (9)(0) = d
f(x) = äéö÷ðå�ä ìù x0 = 2 áéáñ øåìééè çåúé� úà àöî [ïçáîî℄ .5 äìàù.úéøàùä úà êøòäå ,ììëá ãòå ùîç øãñ ãò x3 � 4x2 + 2xúøæâðä ,äáéáñá íéîò� 5 äøéæâ ,x0 úáéáñá úøãâåî f ùçéðð [ïçáîî℄ .6 äìàùf 0(x0) = f 00(x0) = f 000(x0) = f (4)(x0) = ù çéðð ãåò .íù ä�éöø úéùéîçä.f øåáò éîå÷î íåîéðéî úãå÷ð àéä x0 ù çëåä .f (6)(x0) > 0 ùå ,f (5)(x0) = 0.7 äìàù?R á ar
tan x = x2 äàååùîì ùé íéùøåù äîë (7.1.0:07 ìò äìòú àì äàéâùäù êë ,ñ�àî äðåù ùøåù ìëì áåøé÷ àöî (7.2êë ,[a; b℄ á íéîò� k äøéæâ f àäú :äàáä äðòèä úà êø�ä åà çëåä .8 äìàù:éæà .n � k àäé .x0 á ä�éöø f (k)(x) ù,[a; b℄ á íéîò� k äøéæâRn(x) .1,R(j)n (x) = f (j)(x) íéé÷úî n+ 1 � j � k ìëì .2.x0 á ä�éöøR(k)n (x) .3àì äàéâùäù êë ln 4 úàå ln 2 úà ,ln 1+x1�x äéö÷ðå�ä úøæòá ,áùç .9 äìàù.10�3 ìò äìòú



35 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç,úåàáä úåéö÷ðå�ä øåáò x0 áéáñ n øãñî øåìééè çåúé� úà áùç .10 äìàù.úéøàùä úà êøòäå.f(x) = x6 sin 1x ,x0 = 1� ,n = 3 (10.1.f(x) = ln(1 + x) sinx ,x0 = 0 ,n = 4 (10.2



10 ÷ø�
ìèé�åì ììë ,òöåîîä êøòä è�ùî

:íéàáä úåìåáâä úà ìèé�åì ììë éìá àöî .1 äìàùlimx!0 ex�13x�1 (1.1limx!� 
os x2x2��2 (1.2.íéîéé÷ íðéàù çëåä åà ,úåìåáâä úà àöî .2 äìàùlimx!1 � 1lnx � 2x2�1� (2.1limx!1x( xpa� 1) (2.2limx!0 � sin xx � 1x2 (2.3limx!0(
os x) 1x2 (2.4limx!1x4e�x (2.5limx!1 xlnx(ln x)x (2.6limx!0 x tanxp1�x2�1 (2.736



37 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçlimx!1(1� x) tan �x2 (2.8.áåùéçá ãòö ìë ÷îð .limx!0 � 
os x
os 2x� 1x2 ìåáâä úà áùç [ïçáîî℄ .3 äìàù.�6 + p315 < ar
sin 0:6 < �6 + 18 :òöåîîä êøòä è�ùî éãé ìò çëåä .4 äìàù.5 äìàùøúåéä ìëì ùénäìòîîíåðéìå� ìëì :äøáâìàä ìù éãåñéä è�ùîäúàçëåä (5.1.íéðåù íéùøåù nî øúåé ïéà p0(x) úøæâðä úéö÷ðå�ìù çëåä .n äìòîî íåðéìå� p(x) éäé (5.2.íéðåù íéùøåù n� 1ùé p0(x) äéö÷ðå�ìù çëåä .p(x) = (x� 1)(x� 2)(x� 3)(x� 4) éäé (5.3?íéùøåù ãåò äì ùéù ïëúéé íàä .íééùîî íéùøåù 3 úåç�ìg(x) = äéö÷ðå�äù çëåä .f(1) = 0 úîéé÷îå R á äøéæâ f éäú .6 äìàù.g0(x) = 0 äàååùîì éùîî ïåøú� ùé éëå R á äøéæâ x � f(x).2(ln b� ln a) < b2 � a2 íéé÷úî 1 � a < b � 2 ìëìù çëåä .7 äìàù.ãéçé ïåøú�äå ,ïåøú� ùé 2x = 
os x äàåùîìù çëåä [ïçáîî℄ .8 äìàùçëåä .íù ä�éöøå úîéé÷ f 0 ù êë ,[a; b℄ òè÷á úøãâåî f éäú [ïçáîî℄ .9 äìàù.jf(x)� f(y)j �M � jx� yj íéé÷úî x; y 2 [a; b℄ ìëìù êëM 2 R íéé÷ù?ñðëúî 1Pn=2 nln(n)(ln(n))n øåèä íàä .10 äìàù



11 ÷ø�
äååù äãéîá úå�éöø

äãéîá ä�éöø g(x) = x3+x äéö÷ðå�äù ,äøãâää é� ìò úåøéùé çëåä .1 äìàù.[�4; 3℄ òè÷á äååùf + g äéö÷ðå�äù çëåä .I òè÷á äååù äãéîá úå�éöø g å f äðééäú .2 äìàù.íù äååù äãéîá ä�éöøä�éöø f éë çëåä .B � A éäúå ,A äöåá÷á äååù äãéîá ä�éöø f éäú .3 äìàù.B á äååù äãéîáä�éöø f � g ù çëåä .R á úåîåñçå äååù äãéîá úå�éöø f; g äðééäú .4 äìàù.íù äååù äãéîá:êø�ä åà çëåä .5 äìàù.R á äååù äãéîá ä�éöø f 2 ( R á äååù äãéîá ä�éöø f (5.1.íù äîåñç f ( I òè÷á äååù äãéîá ä�éöø f (5.238



39 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçx 2 (0;1) ìëìù êë M > 0 ùéå (0;1) ïø÷á äååù äãéîá ä�éöø f (5.3ïø÷á äååù äãéîá ä�éöø g(x) = 1f(x) äéö÷ðå�ä éæà ,jf(x)j � M íéé÷úî.(0;1)äååù äãéîá ä�éöø f(x) = 8><>:x2 sin 1x x 6= 00 x = 0 äéö÷ðå�ä íàä .6 äìàù?[�5; 2℄ òè÷áòè÷ ìëá äååù äãéîá ä�éöø f(X) íà :êø�ä åà çëåä [ïçáîî℄ .7 äìàù.(0;1) á äååù äãéîá ä�éöø f(x) éæà ,[0;M ℄ äøåöäî?(0; 5℄ òè÷á äååù äãéîá ä�éöø xx äéö÷ðå�ä íàä [ïçáîî℄ .8 äìàù



12 ÷ø�
úåéö÷ðå� úøé÷ç ,íåîøèñ÷à úåãå÷ð
.úåàáä úåéö÷ðå�ä ìù íééîå÷î íåîéñ÷îå íåîéðéî úåãå÷ð àöî .1 äìàùf(x) = x+ tan x; g(x) = x2 � 3x+ 2x2 + 3x + 2; h(x) = xx.2 äìàù:äàáä äéö÷ðå�ä ìù íééîå÷î íåîéñ÷îå íåîéðéî úåãå÷ð àöî (2.1f(x) = 8><>: sin(x)x x 6= 01 x = 0 .(��; �) òè÷á?(��=2; 0) òè÷á úéë�åä äéö÷ðå� f äéö÷ðå�ì úîéé÷ íàä (2.2.f(x) = 2 sinx� x 
os x� x33 + 5 éäú .3 äìàù?ìåúé� åà íåîéñ÷î ,íåîéðéî úåãå÷ð f(x) ì ùé íàä (3.1?(�;1) òè÷á äëé�ä f(x) íàä (3.240



41 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçäéö÷ðå�ä ìù íééìáåìâ íåîéñ÷îå íåîéðéî àöî .4 äìàùf(x) = x3 + 3x2 � 24x+ 5
.ïäìù óøâä úà øééöå ,úåàáä úåéö÷ðå�ä úà øå÷ç .5 äìàù.R á f(x) = xe�x (5.1.R á y = lnxx [ïçáîî℄ (5.2.R á y = x2=3 � x�1=3 [ïçáîî℄ (5.3.[�2�; 2�℄ á y = x + sin 2x [ïçáîî℄ (5.4.6 äìàù.(0;1) íåçúá y = xx äéö÷ðå�ä úà øå÷ç (6.1?(0; 5℄ íåçúá äååù äãéîá ä�éöø äéö÷ðå�ä íàä (6.2.çëåä .7 äìàù.(0; �2 ) òè÷á x < tan x (7.1.x 6= 0 ìëì ex > 1 + x (7.2íéðåúçúäå íéðåéìòä íééìåùä .ø"î 18 àåä úîåñø� úæøë ìù äçèù .8 äìàùòåãé íà ,äæøëä éãîéî íäî .î"ñ 50 íééìåùä íéããöáå î"ñ 75 áçåøá íä? éìîéñ÷î àåä ñ�ãåîä çèùäùïåùàøä òéáøá øöåé øùà ,(3; 4) äãå÷ðä êøã øáåòä øùé úàååùî àöî .9 äìàù.éìîéðéî çèù ìòá ùìåùî



úåéö÷ðå� úøé÷ç ,íåîøèñ÷à úåãå÷ð .12 ÷ø� 42äòùá .øùé ùéáëá 0 äãå÷ðî íãà àöåé t = 0 äòùá [ïçáîî℄ .10 äìàùäðéîé äòåðú úðééöî úéáåéç úåøéäî øùàë) ù"î÷ 4� t2 ì äååù åúåøéäî t � 0äãå÷ðî éìîéñ÷îä å÷çøî úà àöî .(äìàîù äòåðú úðééöî úéìéìù úåøéäîåìù ìøâèðéàì äååù ÷úòä :úøåëæú) .êúáåùú úà ÷ãöä .3 å 0 úåòùä ïéá 0.(úåøéäîìëìù êë 
 > 0 òåá÷ íéé÷å ,[0;1) á äøéæâ äéö÷ðå� f éäú [ïçáîî℄ .11 äìàù. limx!1 f(x) =1 éë çëåä .f 0(x) � 
 ,x 2 [0;1)äì úåîéé÷ù êë ,[a; b℄ òè÷á äøéæâ äéö÷ðå� f éäú :êø�ä åà çëåä .12 äìàù.x2 ì x1 ïéá ìåúé� úãå÷ð f ì ùé çøëäá éæà .x1; x2 2 (a; b) ïåöé÷ úåãå÷ð éúù



13 ÷ø�
íéîééåñî àì íéìøâèðéà

.íéàáä íéìøâèðéàä úà àöî .1 äìàùR qxpxpxdx (1.1R (ex � 23x)2dx (1.2R 
os 2x
os2 x sin2 xdx (1.3R 1px+px+1dx (1.4R x ar
sin(x2)p1�x4 dx (1.5R 2x�par
sinxp1�x2 dx (1.6R e2x 
os(3x)dx (1.7R x tan2 xdx (1.8R x ln 1�x1+xdx (1.9R (lnx)2dx (1.10R tanx ln(
os x)dx (1.1143



íéîééåñî àì íéìøâèðéà .13 ÷ø� 44R 3xx2+2x+6dx (1.12R 2x+49x2+24x+7dx (1.13R x2+3x+44x2�12x+14dx (1.14R 3x+4x2+3x�4dx (1.15R 1(2x+4)(x�1)(x2+3)dx (1.16R x5+x4�8x3�4x dx (1.17R sin4 xdx (1.18R 
os6 xdx (1.19R sin3 2x 
os2 xdx (1.20R sin 4x 
os 5xdx (1.21R 11+sinx+
osxdx (1.22R sin 2x1+sin2 xdx (1.23R sin2 x
os6 xdx (1.24R 2x�3p1�x2�4xdx (1.25R 1px�x2dx (1.26R p2� x� x2dx (1.27R px2�16x dx (1.28R exex�1dx (1.29R x2epxdx (1.30R 1x ln 1xdx (1.31



45 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçR 1x(ln x)3dx (1.32R 1ex+e�xdx (1.33R ar
tan xdx (1.34.íéàáä íéìøâèðéàä øåáò äâéñð úçñåð àöî .2 äìàùZ x�(lnx)ndx; Z xnpa+ bxdx



14 ÷ø�
íéìøâèðéà ìù íéùåîéù

.1 äìàù.x2a2 + y2b2 = 1 äñ�éìàä éãé ìò íåñçä çèùä úà àöî (1.1-å f(x) = sin(x) úåéö÷ðå�ä úåðåúð (1.2g(x) = 8>>>>><>>>>>:x 0 � x < �=2�x + � �=2 � x < 3�=2x� 2� 3�=2 � x � 2�.[0; 2�℄ íåçúá ïäéðéá àåìëä çèùä úà àöî.2 äìàù:æîø) .R �=20 npsinm xnpsinm x+ np
osm xdx = �4 íéé÷úî m;n 2 N ìëìù çëåä (2.1.(t = �2 � x íéáéöî øùàë äøå÷ äî ïðåáúä.R 2�0 dx1+tan4 x = � -ù çëåä (2.246



47 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç.[�=3; �=2℄ òè÷á y = ln(sinx) äéö÷ðå�ä ìù óøâä êøåà úà àöî .3 äìàù.4 äìàù.[0; �=2℄ íåçúá y = 10 + sin(7x) äéö÷ðå�ä óøâ ìù êøåàä úà áùç (4.1áåáéñ éãé ìò úìá÷úîä äøåöä ìù íéð�ä çèù úà àöî .a 2 [0; �=2℄ éäé (4.2.(íéñëîä éìá) [a; a + �=2℄ íåçúá x øéö áéáñ y = sin x óøâä.éìîéñ÷î àåä ìá÷úîä íéð�ä çèùù êë a-ä úà àöî (4.3.íéñëîä úà ììåë íéð�ä çèù øùàë íéîãå÷ä íé�éòñä éðù ìò øåæç (4.4úñ�å÷ ìù ,íéð� çèù úðéçáî ,øúåéá úéðåëñçä äøåöä úà àöî .5 äìàù.V úåéäì êéøö äìù ç�ðä øùàë ,úéìéìâ íéøåîéùúåñåëá åùîúùä ,(äìéâîá áåúë àì) ùåøååùçà êøòù ïåøçàä äúùîá .6 äìàùíåçúá ,x øéö áéáñ y = � 1100x2 + 15x + 2 äàåùîä áåáéñ é"ò úåìá÷úîäúà íøåáò àåöîì ùåøååùçà ìò :úå�úúùä éàðú åáéöä íéãåäéä .î"ñ [5; 10℄úòãì åìëåéù éãë) ñåëä êåúá åäáåâá úåìúá ìæåðä ç�ð úà úøàúîä äéö÷ðå�äç�ð úà åáùçå ,äéö÷ðå�ä úà àåöîì ùåøååùçàì åøæéò .(äðåøçà äëøá êøáì éúî.÷"îñá ìæåðä



15 ÷ø�
ìøâèðéàä úøãâäå úåîåã÷ úåéö÷ðå�íééåñîä

úéìéáøâèðéà g(x) = x3 äéö÷ðå�äù ,ìøâèðéàä úøãâä é� ìò ,çëåä .1 äìàù.ìøâèðéàä úà (äøãâää é� ìò) àöîå ,[0; 1℄ òè÷áøæòéäì øù�à) ìøâèðéàä úà áùç ,íéàáä íéø÷îäî ãçà ìëá .2 äìàù.äîåã÷ äéö÷ðå� úîéé÷ íàä ïééöå ,(íéè�ùîá. 3R0 f(x)dx .f(x) = 8>>>>><>>>>>:sinx 0 � x < 11x 1 � x < 2x2 � [x2℄ 2 � x � 3 (2.1
. 2R0 f(x)dx .f(x) = j1 + xj (2.2. 2R0 g(x)dx .g(x) = 8><>:4x3 0 � x < 1x2 + 3 1 � x � 2 (2.348



49 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç. 24pe � 2R0 ex2�xdx � 2e2 éë (ìøâèðéàä ìù øéùé áåùéç àìì) çëåä .3 äìàù:íéåñîä ìøâèðéàä úøãâä úøæòá áùç .4 äìàùlimn!1n2 � 1(n2+1)2 + 2(n2+22)2 + � � �+ n(n2+n2)2� (4.1limn!1 � 1n+1 + 1n+2 + � � �+ 12n� (4.2limn!1 1n �e 1n + e 2n + � � �+ enn� (4.3limn!1� 1n2 e 1n2 + 2n2 e 4n2 + � � �+ n�1n2 e (n�1)2n2 � (4.4êøò úà àöî ,ïë íà ?[0; 1℄ ìò úåéìéáøâèðéà úåàáä úåéö÷ðå�ä íàä .5 äìàù.ìøâèðéàäf(x) = 8><>:1 x = 1n ; n 2 N0 úøçà (5.1
.f(x) = 8><>:�x x 2 Qx úøçà (5.2,øçåá äúàù 0 < a øåáò [a; 1℄ òè÷-úúá úéìéáøâèðéà f íàä ÷åãá :æîø)(..äìàùä ìò úåðòì éãë êëá ùîúùäì ïúéð ãöéë øáñäå.f(x) = 8><>:x x 2 Q12 úøçà (5.3(.øçåá äúàù 0 < a < 12 øåáò [0; a℄ òè÷á úåéìéáøâèðéà ÷åãá :æîø).a � x � b ìëì 0 � f(x) íéé÷úîù êë [a; b℄ á úéìéáøâèðéà f éäú .6 äìàù.0 < R ba f(x)dx ù çëåä .0 < f(x0) ïëå x0 2 (a; b) á ä�éöø f ù çéðð



íééåñîä ìøâèðéàä úøãâäå úåîåã÷ úåéö÷ðå� .15 ÷ø� 50,òè÷á x ìëì 0 < M < f(x) ù êë [0; 1℄ á úéìéáøâèðéà f àäú .7 äìàùù êë 
 2 [0; 1℄ íéé÷ù çëåä .� = 12 R 10 f(x)dx ,F (x) = R x0 f(t)dt ïîñðåF (
) = �



16 ÷ø�
íéìøâèðéà ìù úåøæâð

.1 äìàù:çëåä .R-á ä�éöø f ;R-á úåøéæâ úåéö÷ðå� g-å h åéäé (1.1ddx  Z h(x)g(x) f(t)dt! = f(h(x))h0(x)� f(g(x))g0(x)
. limx!� R 
os(x)�1 et2dt(x��)2 ; ddx R x2+3xx p1 + t2dt :áùç (1.2íéé÷ù çëåä .R ba f(t)dt > 1 úîéé÷îå [a; b℄-á úéìéáøâèðéà f éäú .2 äìàù.R x1a f(t)dt = 1 åøåáò x1 2 [a; b℄ íéé÷ ïëå ,f(x0) > 1b�a åøåáò x0 2 [a; b℄a < x1 < úåãå÷ð úåîéé÷ù êë ,[a; b℄ òè÷á ä�éöø äéö÷ðå� f éäú .3 äìàùù êë òè÷á 
 äãå÷ð úîéé÷ù çëåä .R x1a f(x)dx = R x2a f(x)dx ù êë x2 < b.f(
) = 0

51



17 ÷ø�
íééúéîà àì íéìøâèðéà

:íéîéé÷ íðéàù çëåä åà ,íéàáä íéìøâèðéàä úà áùç .1 äìàùR11 1pxdx (1.1R10 exdx (1.2R1�1 e�xdx (1.3R1�1 xe�xdx (1.4R1�1 x sinx2dx (1.5R1�5 e�x sinxdx (1.6R 1�1 1x2dx (1.7R11 dxxpx2�1 (1.8:øåáò ,úîãå÷ä äìàùä åîë .2 äìàùR 30 dx3p(a�x)2 (2.152



53 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçR 10 xp1�x2dx (2.2R 5�3 xpjx2�9jdx (2.3R 11=2 dxxpln jxjj (2.4:íéñðëúî íéàáä íéìøâèðéàä íàä ÷åãá .3 äìàùR1�1 11+x6dx (3.1R11 dx(1+x2)�ar
tan x (3.2R11 x�xdx (3.3R11 ar
tan xx ln2(x+1)dx (3.4R11 dx1+[x℄2 (3.5:øåáò ,úîãå÷ä äìàùä åîë .4 äìàùR 40 x(x�2)2dx (4.1R 10 log xpx dx (4.2R �0 dx1�
os(2x) (4.3ïçáî :æîø) ? R �=2��=2(
os x)�dx ìøâèðéàä ñðëúî � 2 R éëøò åìéàì .5 äìàù.(g2(x) = (�2 � x)� -å g1(x) = (x + �2 )� úåéö÷ðå�ä íò éìåáâ äàååùä



18 ÷ø�
úåéö÷ðå� éøåèå úåéö÷ðå� ìù úåøãñ

äðééäú .1 äìàùfn(x) = 8><>: npjxj sin 1x x 6= 00 x = 0.R íåçúá f(x) = limn!1 fn(x) ìåáâä úéö÷ðå� úà àöî (1.1?ì"ðä íåçúá ä�éöø f(x) íàä ?ä�éöø fn(x) ,n ìëì íàä (1.2?íåçúá äååù äãéîá àéä úåñðëúää íàä (1.3?0 úà ììåë åðéàù øåâñ òè÷ ìëá äååù äãéîá àéä úåñðëúää íàä (1.4.f(x) = 1Pn=0 1n! sin(2nx) éäú .2 äìàù.R á øãñ ìëî äøéæâå ä�éöø f éë çëåä (2.1.f ìù ïøåì÷î øåè úà àöîå f (k)(x) úà áùç (2.2.úìáé÷ù øåèä ìù úåñðëúää íåçú úà àöî (2.354



55 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç.x0 = 0 íå÷îá x0 = � áéáñ øåìééè øåè íò ìáà ,äìàù äúåà .3 äìàù. 1Pn=0 �n+1n �n2 xn øåèä ïåúð .4 äìàù.R øåèä ìù úåñðëúää ñåéãø úà àöî (4.1.x = �R úååö÷á úåñðëúä ÷åãá (4.2.øåèä ìù äååù äãéîá úåñðëúä íåçú àöî (4.3.f(x) = 1Pn=0 1npnar

otxn éäú .5 äìàù.f ìù äøãâää íåçú úà àöî (5.1.ä�éöø f åáù íåçúä úà àöî (5.2.ä�éöøå úîéé÷ f 0 åáù íåçúä úà àöî (5.3èìçäá úåñðëúä ,úåñðëúä éîåçú àöî ,íéàáä úåéö÷ðå�ä éøåè øåáò .6 äìàù.äååù äãéîá úåñðëúäå1Pn=0 
os(nx)npn+�+ar
sinx (6.11Pn=0 (�1)nn+ar
tanx (6.2.[2e ; 2℄ òè÷á 1Pn=0(lnx)n øåèá ïðåáúð .7 äìàùäãéîá àéä úåñðëúää íàä ?äéö÷ðå� åæéàì ?úéúãå÷ð ñðëúî øåèä íàä (7.1?äååù. 1Pn=0n(lnx)n =? (7.2



úåéö÷ðå� éøåèå úåéö÷ðå� ìù úåøãñ .18 ÷ø� 56øåèä ìù èìçäá úåñðëúäå úåñðëúä íåçú àöî .8 äìàù1Xn=0 � n!nn�4 � (�1)n�1� x + 1n �n2!
.áåùéçá ãòö ìë ÷îð .��9 limn!1 R 11=� npx sin 1xdx� :ìåáâä úààöî .9 äìàùíéòè÷á úéúãå÷ð úñðëúî fn(x) = 1nx+1 úåéö÷ðå�ä úøãñ íàä .10 äìàù?äååù äãéîá àéä úåñðëúää íàä ?[12 ; 32 ℄ å (0; 1)úåñðëúî êà ,[0; 1℄ òè÷á úå�éöø ïðéàù úåéö÷ðå� úøãéñì àîâåã ïú .11 äìàù.ä�éöø äéö÷ðå�ì äååù äãéîá íùfn ! f ù êë ,I òè÷ä ìò úåøãâåîä úåéö÷ðå� úøãéñ fn éäú .12 äìàù:úåàáä úåðòèä úà ,úéãâð àîâåã éãé ìò êø�ä åà ,çëåä .I òè÷á úéúãå÷ð.I òè÷á ä�éöø f (12.1òè÷á äååù äãéîá ä�éöø f æà ,I òè÷á äååù äãéîá àéä úåñðëúää íà (12.2.I.I òè÷á ä�éöø f æà ,I òè÷á äååù äãéîá àéä úåñðëúää íà (12.3äîåñç f 0 æà ,I òè÷á äøéæâ f ïëå I òè÷á äååù äãéîá àéä úåñðëúääíà (12.4.I áìåáâä úåéö÷ðå� úà àöî ,úåàáä úåéö÷ðå�ä úåøãñî úçà ìë éáâì .13 äìàù:ïåúðä I òè÷á äååù äãéîá àéä úåñðëúää íàä ÷åãáå.I = [0; 1℄ ,fn(x) = 8>>>>><>>>>>:n2x 0 � x � 1n2n� n2x 1n � x � 2n0 2n � x � 1 (13.1



57 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç
.I = [0; 106℄ ,fn(x) = 8>>>>><>>>>>:x 0 � x � 1n�x + 2n 1n � x � 2n0 2n � x � 106 (13.2

.I = [0; 1℄ ,fn(x) = 8><>: 2nx 0 � x � 12� 2nx + 2n 12 � x � 1 (13.3,íåñç òè÷ ìëá äååù äãéîá ñðëúî 1Pn=1(�1)n x2+nn2 øåèäù çëåä .14 äìàù.x ìù êøò óàì èìçäá ñðëúî åðéà ìáàòè÷á fn(x) = 2n2xe�n2x2 úåéö÷ðå�ä úøãéñ äðåúð [ïçáîî℄ .15 äìàù.(0; 1).f(x) ìåáâä úéö÷ðå� úà àöî (15.1?òè÷á äååù äãéîá àéä úåñðëúää íàä (15.2? limn!1 R x0 fn(t)dt = R x0 f(t)dt íàä (15.3? limn!1 f 0n(x) = f 0(x) íàä (15.4



19 ÷ø�
úå÷æç éøåè

:íéàáä íéøåèä íåëñ úà áùç .1 äìàù.jxj < 1 øùàë 1Pn=1n2xn (1.1.1 < x øùàë 1Pn=1 nxn (1.2úåàáä úåéö÷ðå�ä úà ïøåì÷î øåèì çú� .2 äìàù(a 6= 0) f(x) = ar
tan xa (2.1g(x) = sin2 x (2.2h(x) = 2x�3(x�1)2 (2.3÷åãá ,ïúéð íà .íéàáä úå÷æçä éøåè ìù úåñðëúää ñåéãø úà àöî .3 äìàù:x = �R úåãå÷ðá íâ1Pn=1 (n!)2(2n)!xn (3.1(p 2 R) 1Pn=1 xnnp (3.258



59 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùç(0 < a < 1) 1Pn=1 a(n2)xn (3.31Pn=1 xn(n+1)3n+1 (3.4(� 2 R) 1Pn=1�nxn (3.5



20 ÷ø�
íéðúùî éðù ìù úåéö÷ðå�

ï�åàá åúåà âöäå ,úåàáä úåéö÷ðå�ä ìù äøãâää íåçú úà àöî .1 äìàù:é�àøâf(x; y) =q x+y�1x2+y2�1 (1.1f(x; y) = ln(x+ y) (1.2f(x; y) = 
os(x2 + y2 � 2) (1.3f(x) = ln(4� x2 � y2) (1.4.íéîéé÷ íðéàù çëåä åà ,íéàáä úåìåáâä úà àöî .2 äìàùlim(x;y)!(0;0) 3x�2y2x�3y (2.1lim(x;y)!(0;0) x sin(x2+y2)x2+y2 (2.2lim(x;y)!(0;0) x3+y3x2+y2 (2.3lim(x;y)!(0;0) xy(x2�y2)x2+y2 (2.460



61 2+1 éìîéñèéðé�ðéà ïåáùçlim(x;y)!(0;0) sin(xy)px2+y2 (2.5lim(x;y)!(0+;1�) x+y�1px�p1�y (2.6ïäù ïëéä fy úàå fx úà áùç .f(x; y) = (x� y) sin(3x+2y) éäú .3 äìàù.úåîéé÷äéö÷ðå�ä äðåúð .4 äìàùf(x; y) = 8><>:x2 ar
tan yx � y2 ar
tan xy xy 6= 00 xy = 0.fy(0; 0) úàå fx(0; 0) úà áùç.f(x; y) =pjxyj äéö÷ðå�ä äðåúð .5 äìàù.(0; 0) äãå÷ðá úåé÷ìç úåøæâð ÷åãá (5.1.êúðòè çëåä ? (0; 0) äãå÷ðá úéìéáàéöðø�éã f íàä (5.2.g(x; y) = f(x2y) øéãâð .ãçà äðúùî ìù äøéæâ äéö÷ðå� f éäú .6 äìàù.x � �g�x � 2y � �g�y = 0 éë çëåä,f(x; y) = x2�xy+y2 ìùìàéöðø�éãäúàäøãâääé�ìòúåøéùéáùç .7äìàù.f(�1:01;�1:98) úà åúøæòá áø÷åìò F 0(x) úà áùç .y = ex øùàë ,F (x) = f(x; y) = x+yx2+y2 éäú .8 äìàù.úøùøùä ììë é�



íéðúùî éðù ìù úåéö÷ðå� .20 ÷ø� 62:úå�éöø úåàáä úåéö÷ðå�äù çëåä .9 äìàùf(x; y) = 8><>: x2y2x2+y2 x2 + y2 6= 00 x2 + y2 = 0 (9.1
f(x; y) = 8><>:xy sin 1x x 6= 00 x = 0 (9.2úå�éöø ïäî åìéà ?(0; 0) äãå÷ðá úå�éöø úåàáä úåéö÷ðå�äî åìéà .10 äìàù?y é�ì ?x é�ìf(x; y) = 8><>: x2yx2+y2 x2 + y2 6= 00 x2 + y2 = 0 (10.1

f(x; y) = 8><>:x2�y2x2+y2 jxj+ jyj 6= 01 x = y = 0 (10.2:úåàáä úåéö÷ðå�ä ìù 2 øãñî úåé÷ìçä úåøæâðä ìë úà åáùç .11 äìàùf(x; y) = xy + xy (11.1f(x; y) = ln �x + y2x� (11.2f(x; y) = xy (11.3f(x; y) =px2 � y2 (11.4


