Ś"ŹŽ ĄĽĄĂ – ŽĚŰĚĄŮĎ ŽŸĚŽ ŚŸĚŮ

(13.5.2000 ,1 ĎŚŸĆ) ŽĚŐŰĚŠ :’Č ŮŸŤ

ĎĽĽŠĄ ŸŰĚĽ ĂŇ ĎĘ .ŊŹ ĚŽĚĂĄ ŊĽĂŸŮŘ ŊĎĽŘŹĚ ,ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ ŇŹ ĎĘŐ ĎĘ ŊĽŘĚŹ ŊĽĆŹĚŐ ĽŘŹ ĎŽŠ ŸĽČĆŘ ĆŹĚŐ ĎĘĽĂŇ ĽŸŐĆŇ ŸĚŸĄ ĎĽĎĽ ŊĎĄ ŹŐŽŹŘŹ ŊŠŤ ŇŃĄĚ ĚŸĄĞĄ ČĞĂ ČĚĂŐ ŊĽŸĚŹŮ ĚŇŇĎ ŊĽĆŹĚŐĎ ĽŘŹ ĽŃ .ŊĽŘĚĚŃŽŐ ĚŘĂ ŊĽĽŮŐ ĂĚĎ ŊĂ A ŇŠ ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ

ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ

ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ ĂŸŮŘ ,A × A -Ň ĽŮŇĞ ŚĞĽ ,ŸŐĚŇŃ A ĎŮŇĞŐ ŇŠ ≤ ŚĞĽ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .58 :ŊĽĂĄĎ ŊĽĂŘŽĎ ŽĂ .x ≤ x x ∈ A ŇŃŇ – ŽĚĽĄĽŚŮŇŤŸ .Ă .x = y ĘĂ y ≤ x -Ě x ≤ y ŊĂ x, y ∈ A ŇŃŇ – ĎĽŸĹŐĽŚĽĹŘĂ .Ą .x ≤ z ĘĂ y ≤ z -Ě x ≤ y ŊĂ x, y, z ∈ A ŇŃŇ – ŽĚĽĄĽĹĽĘŘŸĹ .Ć ŊĽĽŮŐ ĂĚĎ ŊĂ A ŇŠ ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ

ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ

ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ ĂŸŮŘ ,A × A -Ň ĽŮŇĞ ŚĞĽ ,ŸŐĚŇŃ A ĎŮŇĞŐ ŇŠ < ŚĞĽ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .59 :ŊĽĂĄĎ ŊĽĂŘŽĎ ŽĂ .x ≮ x x ∈ A ŇŃŇ – ŽĚĽĄĽŚŮŇŤŸĽĂ .Ă .x < z ĘĂ y < z -Ě x < y ŊĂ x, y, z ∈ A ŇŃŇ – ŽĚĽĄĽĹĽĘŘŸĹ .Ą :ŊĆ ŊĽĽŮ ĽŃ ŠĄĚŘ ĚŇĂ ŊĽĂŘŽ ĽŘŹŐĚ ’Ą ĽŤŇ ĘĂ x < y < x ŊĂ ĽŃ] .y < x ŊĆĚ x < y ŊĆ ŊĽĽŮŹ ŔŃŽĽ ĂŇ x, y ∈ A ŇŃŇ – ĎĽŸĹŐĽŚĂ .Ć [.’Ă-Ň ĎŸĽŽŚĄ ,x < x ĂĚĎ x ≠ y -Ě x ≤ y ŊĂ x < y Ľ"Š ŸČĆĚŐĎ A ŇŠ < ŚĞĽĎ ĘĂ A ŇŠ ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ ≤ ŊĂ .Ă .ĎŐŇĎŐŇ

ĎŐŇ .60 .A ŇŠ ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ ŸČŚ ŚĞĽ ĂĚĎ x = y ĚĂ x < y ŊĂ x ≤ y Ľ"Š ŸČĆĚŐĎ A ŇŠ ≤ ŚĞĽĎ ĘĂ A ŇŠ ĽŮŇĞ ŸČŚ ŚĞĽ < ŊĂ .Ą .A ŇŠ ĽŮŇĞ ŽĚĽŤĚŚĎ ŽĚŰĚĄŮŇ ĂŮĚĚČ ĚĂŇ ,ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ "ŸŤŚŐ" ĂĚŰŐŇ ĂĚĎ ĽŚĽŚĄĎ ŔĚĽŠŸĎ .ĎŘĚŐĎ ŸŤŚŐĎ ĆŹĚŐ

ĎŘĚŐĎ ŸŤŚŐĎ ĆŹĚŐ

ĎŘĚŐĎ ŸŤŚŐĎ ĆŹĚŐ .61 ŽĚĚŹ ŔŘĽĂŹ ŽĚŰĚĄŮŇĚ ,ŸŤŚŐ ĚŽĚĂ ŹĽ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹŇŹ ŔĄĚŐŃ .ŊĽŸŤŚŐ ĚŘŇ ŹĽ ŸĄŃ ŔŸĚĄŠŹ ĎŐ ŽĂ ĘĂĚ ,|A|-Ą A ŇŹ ĎŐŰĚŠĎĎŐŰĚŠĎ

ĎŐŰĚŠĎ ĚŇ ĂŸŮŘŹ ,A ĎŰĚĄŮ ŇŹ ŸŤŚŐĎ ŽĂ ŔŐŚŘ .ŊĽŘĚŹ ŊĽŸŤŚŐ ŹĽ ĎŐŰĚŠ -Ń ĄĚŽŃŘ ĎŽŠ ĎĘ ĚŘŸŐĂŹ |A| = |B| ⇔ A ≈ B (1) ĎŐĽĂŽŐ ŽĂĘ ĎŘĚŃŽŇ .A-Ň ĎŐŰĚŠ ĎĚĚŹ ŽĚĽĎŇ ĽĎŹŇŃ x ĎŰĚĄŮ ŇŹ ĎŘĚŃŽĎ ŽŐĽĽŮ ,A ĎŰĚĄŮ ŔŽŘĎĄ ŔŃŇĚ ĎŰĚĄŮŇ ĎĄŹĞŘ ŽĂĘ ĎŮŇĞŐ ŇŚŸ ŇŹ ĎĽŐĚŘĽĹŘĂĎ ŇŠ ŠĚČĽ ĎĽĎŹ ĽŘŤŇ .{x|x ≈ A} ĎŮŇĞŐĎ ŔĄĚŐŃ ,ĎŮŇĞŐ ŽĂĘŹ ŊĽŠČĚĽ ĚŘĂŹ ŽŠŃ .1884 ŽŘŹĄ Frege ĎŹŠ ŁŃĚ ,ŽĂĘ ĎŰĚĄŮŃ |A| ŽĂ ŸĽČĆĎŇ ŸŹŤĂ ĎĽĎ ĄŇŹĄ ŔŃŇ .ĽĹŐŽŐ ŊŰŠ ĎĽĎŽ ĎŰĚĄŮ ŇŹ ĎŐŰĚŠĎŹ ĚŘŽŸĹŐ ŇŠ ĎŘĚŠ ĎŘĽĂ ĂĽĎ ,ĎŰĚĄŮ ĎŘĽĂŹ ĞĽŃĚĎŇ ŇŮĚ ŹČĞ ĽČĚŚĽ ĆŹĚŐ ŇĂŃ ĎŇŹ ĎŐŰĚŠĎ ŽĂ ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ ŽŘŽĚŘĎ ĎŇĚŠŤŇ ŚĞĽĽŽŘ ,ĎŐŰĚŠĎ ŽŸČĆĎ ŇŠ ŸŽĚĚŘ ĎĘ ŁŃŇ ĹŸŤ ,|A| ŊŰŠĎ ŇŠ ŸĄČ ŊĽŠČĚĽ ĚŘŘĽĂ A ĎŰĚĄŮŇŹ ĂĚĎ ŸĄČ ŇŹ ĚŹĚŸĽŤ .ĎŐĚĽŚŮĂŃ (1) ŽĂ ŠĄŮŘĚ .A ŇŠ ŞŚĚŘ ĚĎŹŐ ŽŠČŇ ŽĚŰŸŇ ĎĄĽŚ ŇŃ ĚŘŇ ŔĽĂ ŊĆ ŇĄĂ ,A ŇŹ ĎŐŰĚŠĎ ĂĚĎŹ ŽĚĽŽĚĂĎ .ĽĎŹŇŃ ĎŰĚĄŮ ŇŹ ĎŐŰĚŠ ĂĚĎ ŊĂ ĎŘĚŐĎŘĚŐ

ĎŘĚŐ ,ŸĚŰĽŮĄ ,ĚĂ ,ĎŘĚŐ ŸŤŚŐ

ĎŘĚŐ ŸŤŚŐ

ĎŘĚŐ ŸŤŚŐ ĚĂ ,ĎŐŰĚŠĎŐŰĚŠ

ĎŐŰĚŠ ĂŸŮŘ ĚĎŹŇŃ ŊŰŠ .ŠŐŽŹŐĄ ĚĂ ŹŸĚŤŐĄ ,ŽŸĞĂ ŸŐĂĽ ŔŃ ŊĂ ĂŇĂ ,ŽĚŐŰĚŠ ŁŹŐĎĄ ĚŘŐŚĽ a, b, c, d, e ĚŇŹ ĎŐŰĚŠŃ ŊĽĽĚŚŐ ŊŰŠĄ ŸĚĞĄŇ ŽČĞĚĽŐ ĎĄĽŚ ĚŘŇ ŔĽĂŹ ,A ĎŰĚĄŮ ŊŽŚŇ ČĚĆĽŘĄ .ŽĚĽŤĚŚĎ ŽĚŐŰĚŠĎŽĚĽŤĚŚĎ ŽĚŐŰĚŠĎ

ŽĚĽŤĚŚĎ ŽĚŐŰĚŠĎ .62 ,ŽĽŤĚŚ A ĎŰĚĄŮŇ ĽŸĎ (ĎŰĚĄŮ ĎŘĽĂŹ ĎŮŇĞŐŇ ĚŘŽĚĂ ĎĂĽĄĎ ĂĽĎ ŇĄĂ ŽĂĘŃ ĎĄĽŚ ĚŘŇ ĎŽĽĎ ŮĚĽČ ŸŽĽŇĚ) ŔŃŇ .n ŸŤŚŐĎ ĂĚĎĚ ,’Ă ĎŽĽŃŐ ČĚŠ ĚŘŇ ŠĚČĽĎ ,ŊĽŸĄĽĂĎ ŸŤŚŐŇ ŊĽĂŽŐ ČŐŠĚŐ ŹĽ ,N_n ĎŰĚĄŮŇ ČĞĚĽŐĄĚ

ĂĽĎĚ ĎĽŘŹ ĎŐĚĽŚŮĂ ŞĽŚĚŘ

|N_n| = n (2)

?ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ŽĚŰĚĄŮŇ ŽĚŘĚŹ ŽĚŐŰĚŠ ĎŐĽĂŽŐ ĂĽĎŹ ŁŃĄ (1) ĎŐĚĽŚŮĂ ŊŠ ŽŹĆŘŽŐ ŽĂĘ ĎŐĚĽŚŮĂ ŊĂĎ .N_m ≉ N_n ĘĂ m ≠ n ŊĂ ’Ć32 ĽŤŇ ĽŃ ,ŽĽŇĽŇŹ ĂĽĎ ŁŃŇ ĎĄĚŹŽĎ .ŊĽĽŠĄĹ ŊĽŸŤŚŐ ĽŘŽŹŐŃ k, l, m, n ŽĚĽŽĚĂĄ ŹŐŽŹŘ ŁŹŐĎĄ ĞĽŃĚĎŇ ŇŃĚŘŹ ŁŃ ĎŐŰĚŠĎ ĆŹĚŐ ŽĂ ŸĽČĆĎŇ ŽĚŐĽĽĚŚŐ ŽĚĞŘĎĄ ,ŇŃĚŘ ŁŹŐĎĄ .ĎŐŰĚŠĎ ŽĚŐĚĽŚŮĂ ŽĚĽŘŐĘ

ĎŐŰĚŠĎ ŽĚŐĚĽŚŮĂ ŽĚĽŘŐĘ

ĎŐŰĚŠĎ ŽĚŐĚĽŚŮĂ ŽĚĽŘŐĘ .63 .ŊĽĹŤŹŐŇ ŽĚŐĚĽŚŮĂŐ (2)-Ě (1) ĚŃŤĎĽĽ ŔĄĚŐŃ ,ĘĂ .(2) ŽĂĚ (1) ŽĂ .|A| ∈ N ŊŊĂ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ A ,A ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .64 .ĎŮĽŸ ĂĽĎ A ŊŊĂ |A| = 0 ,A ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ .Ą .|N| = ℵ_0 .Ă .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .65 .ĎŮĘĞ ĂŇĚ ČĞĂ ŔŐĽŚ 2^{ℵ0} -Ą ŽĚĂŸŇ ŹĽ ĎĘ ĄŇŹĄ .|ℜ| = 2^{ℵ0} .Ą |B| = b ,|A| = a -Ź ŁŃ A, B ŽĚŰĚĄŮ ŽĚŐĽĽŮ ŊĂ a ≤ b ,a, b ŊĽŘĚŐŇ .ĽŮŇĞĎ ŸČŚĎ ŽŸČĆĎ

ĽŮŇĞĎ ŸČŚĎ ŽŸČĆĎ

ĽŮŇĞĎ ŸČŚĎ ŽŸČĆĎ .66 .a ≠ b -Ě a ≤ b ŊĂ a < b .A ⪯ B-Ě .b < a ŊĂ a > b .b ≤ a ŊĂ a ≥ b :ŊĽŇĚŮŹ ŊĽĂĄĎ ŊĽĂŘŽĎ .Ă .ĎŐŇĎŐŇ

ĎŐŇ .67 .a ≤ b .(i) .A ⊆ B -Ě |B| = b ,|A| = a -Ź ŁŃ A, B ŽĚŰĚĄŮ ŽĚŐĽĽŮ .(ii) .|A| = a -Ź ŁŃ A ⊆ B ĎŰĚĄŮ ŽŐĽĽŮ |B| = b -Ź ŁŃ B ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ .(iii) .A ⪯ B ŊĽĽŮ |B| = b -Ě |A| = a ŽĚŐĽĽŮŐĎ A, B ŽĚŰĚĄŮĎ ŇŃŇ .(iv) :ŊĽŇĚŮŹ ŊĽĂĄĎ ŊĽĂŘŽĎ .Ą .a < b .(i) .A ≺ B -Ě |B| = b ,|A| = a ŽĚŐĽĽŮŐĎ A, B ŽĚŰĚĄŮ ŽĚŐĽĽŮ .(ii) .A ≺ B ŊĽĽŮ |B| = b -Ě |A| = a ŽĚŐĽĽŮŐĎ A, B ŽĚŰĚĄŮĎ ŇŃŇ .(iii) .ŊĽĽŮŇĞ ŸČŚ ĽŚĞĽ ŊĎ ŽĚŐŰĚŠĎ ŔĽĄ <-Ě ≤ ŊĽŚĞĽĎ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .68 .[ŔĽĽĹŹŘŸĄ-ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ ŇŠ ŽŃŐŽŚŐ < ŇŹ ŽĚĽĄĽĹĽĘŘŸĹĎĚ ≤ ŇŹ ĎĽŸĹŐĽŚĽĹŘĂĎ ŽĞŃĚĎ .67-Ě 49-Ő ŠĄĚŘ] [’Ď32-Ě 67] .n < ℵ_0 ŊĽĽŮ n ∈ N ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .69 [51-Ě ’Ą67] .ℵ_0 < 2^{ℵ0} .Ą ≤-ĄĚ ,66-Ą ŸČĆĚĎŹ ≤ ŚĞĽĎ ŽĂ ≤_c-Ą ŔŐŚŘ ĎĘ ĹŤŹŐ ĽŃŸĚŰŇ .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ≤ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ .70 ŔŃŽĽ ĂŇ m > n ŊĂ] .m ≤ n ŊŊĂ m ≤_c n m, n ŇŃŇ ŊĽĽŮ .ŊĽĽŠĄĹĎ ŇŠ ĚŘŇ ŸŃĚŐĎ ŸČŚĎ ŚĞĽ ŽĂ .[31 ŸĚĂŇ ,m ≤_c n A ∩ B = ∅ ĽĎĽĚ D ŇŠ B ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ G-Ě C ŇŠ A ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ F ĽĎŽ .Ă .ĎŐŇĎŐŇĎŐŇ .71 [26.2] .C ∪ D ŇŠ A ∪ B ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ F ∪ G ĘĂ C ∩ D = ∅ -Ě .A ∪ B ≈ C ∪ D ĘĂ C ∩ D = ∅ -Ě A ∩ B = ∅ ,B ≈ D ,A ≈ C ŊĂ .Ą ŊĚŃŚĎ .A ∩ B = ∅ -Ě |B| = b ,|A| = a -Ź ŁŃ ŽĚŰĚĄŮ A, B ĎŘĽĽĎŽ a, b ŽĚŐŰĚŠŇ .ŸĚĄĽĞĎ ŽŸČĆĎŸĚĄĽĞĎ ŽŸČĆĎ

ŸĚĄĽĞĎ ŽŸČĆĎ .72 .|A ∪ B| -Ń ŸČĆĚŐ a + b .ŊĽĂĄĎ ŊĽŸĄČĎ ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĚŘĽŇŠ ĄĹĽĎ ŸČĆĚŐ ĂĚĎĚ ŽĚŐŰĚŠ ĆĚĘ ŇŃŇ ŸČĆĚŐ ŸĚĄĽĞĎŹ ŽĚĂŸŇ ĽČŃ ŽŸČĆĎ ĽŤŇ .ĎŸČĆĎĄ ĚŐŃ A, B ŽĚŰĚĄŮ ŹĽ a, b ŇŃŇ ĽŃ ŽĚĂŸŇ ĚŘĽŇŠ a, b ŇŃŇ ŸČĆĚŐ ĎĽĎĽ ŸĚĄĽĞĎŹ ĽČŃ .Ă {0} × A -Ą ŔŽĚĂ ŞĽŇĞŘ ŽĚŸĘ ŔŘĽĂ ŔĎ ŊĂ .|B| = b -Ě |A| = a -Ź ŁŃ A, B ŽĚŰĚĄŮ ŽĚŐĽĽŮ ĎŐŰĚŠĎ ĆŹĚŐ .ĎŐĂŽĎĄ ,B-ŇĚ A-Ň ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹĚ ŽĚŸĘ ŔĎŹ {1} × B -ĄĚ

ĚŇĂŃ ŽĚŰĚĄŮ A^′, B^′ ŊĆ ĎŘĽĽĎŽ ,A, B ŽĚŰĚĄŮĎ ŽŸĽĞĄĄ ĽĚŇŽ ĚŘĽĂ ŔĂŃ ŸČĆĚĎŹ ŊĚŃŚĎŹ ŽĚĂŸŇ ĽČŃ .Ą A^′ ∩ B^′ = ∅ -Ě A ∩ B = ∅ -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ B^′ ≈ B -Ě A^′ ≈ A ŔŃŇĚ |B^′| = b = |B| -Ě |A^′| = a = |A| ĘĂĚ A^′, B^′ -Ą A, B ŽŤŇĞĎĚ ,|A^′ ∪ B^′| = |A ∪ B| = a + b ŔĂŃŐĚ A^′ ∪ B^′ ≈ A ∪ B ŊĽĽŮ ’Ą71 ĽŤŇ ŔŃŇ .a + b ŽĂ ĎŘŹŐ ĎŘĽĂ .a + b = b + a :ŞĚŇĽĞĎ ŮĚĞ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .73 .a + (b + c) = (a + b) + c :ŢĚĄĽŮĎ ŮĚĞ .Ą .a + 0 = a .Ć .a + b ≥ a .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .74 .a + c = b -Ź ŁŃ c ĎŘĚŐ ŊĽĽŮ ĘĂ a ≤ b ŊĂ .Ą [|A| + |B \ A| = |B| ĘĂĚ A ⊆ B -Ź ŁŃ |B| = b ,|A| = a ŊĽŐĽĽŮ ’Ă67 ĽŤŇ] .c + a ≤ c + b ĘĂ a ≤ b ŊĂ :ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ .Ć .[c + a ≤ (c + a) + d = c + (a + d) = c + b ’Ă ĽŤŇĚ a + d = b -Ź ŁŃ d ŊĽĽŮ ’Ą ĽŤŇ] [’Ě38] .ℵ_0 + n = ℵ_0 n ∈ N ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .75 [’Ğ38] .ℵ_0 + ℵ_0 = ℵ_0 .Ą [75-Ě ’Ą74] .a + n = a n ∈ N ŇŃŇĚ a + ℵ_0 = a ĘĂ a ≥ ℵ_0 ŊĂ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .76 [73-Ě ’Ą74] .a + b = a ĘĂ a ≥ b -Ě b + b = b ŊĂ .Ą [38.1] .a ≥ ℵ_0 ĘĂ b > 0 -Ě a = a + b ŊĂ .Ć [68-Ě 67 ,47] .n ∈ N ŇŃŇ ,2^{ℵ0} + 2^{ℵ0} = 2^{ℵ0} + ℵ_0 = 2^{ℵ0} + n = 2^{ℵ0} .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .77 ŸĽČĆĎŇ ŸŹŤĂ ĽĂ ŔŃŇ .0 ≠ 1 ŊŇĚĂ ℵ_0 + 0 = ℵ_0 + 1 ĽŃ ŊĽŘĚŐ ŸĚĄĽĞĄ ŢĚŇĽĞ ŊĽĽŮ ĂŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .78 .ŊĽĽŠĄĹ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŸĚŚĽĞŇ ĎŐĚČĎ ŊĽŘĚŐ ŇŹ ŸĚŚĽĞ .1 ≰ 0 ŊŇĚĂ ,ℵ_0 + 1 ≤ ℵ_0 + 0 ĽŃ ŊĽĽŮ ĂŇ ŸĚĄĽĞĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ ŇŹ ŁĚŤĎĎ ŔĚĚŃĎ .Ą .ℵ_0 + 0 = ℵ_0 + 1 ČĚŠĄ 0 < 1 ĽŃ ŸĚĄĽĞĎ ŇŹ ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐĎ ŽŐĽĽŮ ĂŇ .Ć .ĎĘ ĄŇŹĄ ĎĄĚŹŽ ŔĽĂ a < b ĽŃ ŸŸĚĆ c + a < c + b ŊĂ ĎŇĂŹĎ ŇŠ .Č .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŸĚĄĽĞ ŽĚŇĚŠŤ ĽŽŹ ĚŘŇ ŹĽ ŠĆŸŃ .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŸĚĄĽĞĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŸĚĄĽĞĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŸĚĄĽĞĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ .79 ĽŽŹ .72-Ą ĎŸČĆĚĎŹ ŸĚĄĽĞĎ ŽŇĚŠŤ ĂĽĎ ĎĽŘŹĎĚ ,ĎŐĽŐĽ ŊĽŐĽŐ ĚŘŇ ŽŸŃĚŐĎ ŸĚĄĽĞĎ ŽŇĚŠŤ ĂĽĎ ŽĞĂĎ .ĎŇĚŠŤĎ ĎŽĚĂ ŔĎ ĚŇĂ ŽĚŇĚŠŤ ĽŃ l ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞĽŃĚŘ .+_c -Ą 72-Ą ĎŸČĆĚĎŹ ŸĚĄĽĞĎ ŽŇĚŠŤ ŽĂ ,ČĄŇĄ ŽĂĘ ĎĞŃĚĎ ĽŃŸĚŰŇ ,ŔŐŚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .k+_c 1 = |N_k ∪{k}| = |N_{k+1}| = k+1 l = 1 -Ň .’Ć73 ĽŤŇ ,k+_c0 = k = k+0 l = 0 -Ň .k+_cl = k+l ĘĂ l-Ň ŔĚŃŘ ŔĚĽĚĚĽŹĎŹ ĎĞŘĎĄ ĽŤŇ ,k +_c (l + 1) = k +_c (l +_c 1) = (k +_c l) +_c 1 = (k + l) +_c 1 = (k + l) + 1 = k + (l + 1) .’Ą73-Ě ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ,l = 1 ĎŸŮŐĎ .A × B ≈ A^′ × B^′ ĘĂ B ≈ B^′ -Ě A ≈ A^′ ŊĂ .ĎŐŇĎŐŇ

ĎŐŇ .80 Ľ"Š ŽŸČĆĚŐĎĚ A × B ĎŐĚĞŽŹ H ĘĂ B^′ ŇŠ B ŇŹ ĎŮŽŠĎ G-Ě A^′ ŇŠ A ŇŹ ĎŮŽŠĎ F ŊĂ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .A^′ × B^′ ŇŠ A × B ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ H(x, y) = ⟨F (x), G(y)⟩ ŽŸČĆĚŐ a · b ĎŇŤŃŐĎ .|B| = b -Ě ,|A| = a -Ź ŁŃ ŽĚŰĚĄŮ A, B ĎŘĽĽĎŽ a, b ŽĚŐŰĚŠŇ .ŇŤŃĎ ŽŸČĆĎŇŤŃĎ ŽŸČĆĎ

ŇŤŃĎ ŽŸČĆĎ .81 .|A × B| -Ń ŽĚŰĚĄŮĎ ŽŸĽĞĄĄ ĎĽĚŇŽ ĎŘĽĂ ŔĂŃ ĎŸČĆĚĎŹ ĎŇŤŃŐĎŹ ĞĽŃĚĎŇ ĚŘĽŇŠ ĄĹĽĎ ŸČĆĚŐ ŇŤŃĎŹ ŽĚĂŸŇ ĽČŃ .B^′ ≈ B -Ě A^′ ≈ A ŔŃŇĚ |B^′| = b = |B| -Ě |A^′| = a = |A| ĘĂĚ ĚŇĂŃ ŽĚŰĚĄŮ A^′, B^′ ŊĆ ĎŘĽĽĎŽ ,A, B ĎŘĽĂ A^′, B^′ -Ą A, B ŽŤŇĞĎĚ ,|A^′ × B^′| = |A × B| = a · b ŔĂŃŐĚ A^′ × B^′ ≈ A × B ŊĽĽŮ 80 ĽŤŇ .a · b ŽĂ ĎŘŹŐ

.a · b = b · a :ŞĚŇĽĞĎ ŮĚĞ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .82 .a · (b · c) = (a · b) · c :ŢĚĄĽŮĎ ŮĚĞ .Ą .a · 1 = a ,a · 0 = 0 .Ć .a · (b + c) = a · b + a · c :ĆĚŇĽŤĎ ŮĚĞ .Č .b = 0 ĚĂ a = 0 ŊŊĂ a · b = 0 .Ď [74-Ě ’Č] .c · a ≤ c · b ĘĂ a ≤ b ŊĂ :ŇŤŃĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ .Ě [68-Ě ’Ě82 ,39] .ℵ_0 · ℵ_0 = ℵ_0 · n = ℵ_0 ŊĽĽŮ 0 ≠ n ∈ N ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .83 .2^{ℵ0} · ℵ_0 = 2^{ℵ0} · n = 2^{ℵ0} ŊĽĽŮ 0 ≠ n ∈ N ŇŃŇ .Ą ŊĽŹŐŽŹŐ ŔĂŃŐ .ℵ_0 · 2^{ℵ0} ≤ 2^{ℵ0} ŔŃŇĚ ,Š"ĞĞ ĂĽĎ F (w, n) = n + w Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ F : (0, 1) × N → ℜ ] [.68-ĄĚ ’Ě82-Ą ĎŇĚŠŤ ŸĽČĆĎŇ ŸŹŤĂ ĽĂ ŔŃŇ .1 ≠ 2 ŊŇĚĂ ℵ_0 · 1 = ℵ_0 · 2 ĽŃ ŊĽŘĚŐ ŇŤŃĄ ŢĚŇĽĞ ŊĽĽŮ ĂŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .84 .ŊĽĽŠĄĹ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŽĽŸĂŹ ŊŠ ŮĚŇĽĞŇ ĎŐĚČĎ .2 ≰ 1 ŊŇĚĂ ,ℵ_0 · 2 ≤ ℵ_0 · 1 ĽŃ ŊĽĽŮ ĂŇ ŇŤŃĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ ŇŹ ŁĚŤĎĎ ŔĚĚŃĎ .Ą .ℵ_0 · 1 = ℵ_0 · 2 ČĚŠĄ 1 < 2 ĽŃ ŇŤŃĎ ŇŹ ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐĎ ŽŐĽĽŮ ĂŇ .Ć .ĎĘ ĄŇŹĄ ĎĄĚŹŽ ŔĽĂ a < b ĽŃ ŸŸĚĆ c · a < c · b ŊĂ ĎŇĂŹĎ ŇŠ .Č .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŇŤŃ ŽĚŇĚŠŤ ĽŽŹ ĚŘŇ ŹĽ ŠĆŸŃ .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŇŤŃĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŇŤŃĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŇŤŃĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ .85 ŽĚŇĚŠŤ ĽŽŹ .81-Ą ĎŸČĆĚĎŹ ŇŤŃĎ ŽŇĚŠŤ ĂĽĎ ĎĽŘŹĎĚ ,ĎŐĽŐĽ ŊĽŐĽŐ ĚŘŇ ŽŸŃĚŐĎ ŇŤŃĎ ŽŇĚŠŤ ĂĽĎ ŽĞĂĎ .ĎŇĚŠŤĎ ĎŽĚĂ ŔĎ ĚŇĂ ĽŃ l ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞĽŃĚŘ .·_c -Ą 81-Ą ĎŸČĆĚĎŹ ŇŤŃĎ ŽŇĚŠŤ ŽĂ ,ČĄŇĄ ŽĂĘ ĎĞŃĚĎ ĽŃŸĚŰŇ ,ŔŐŚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĘĂ l-Ň ŔĚŃŘ ŔĚĽĚĚĽŹĎŹ ĎĞŘĎĄ .’Ć82 ĽŤŇ ,k ·_c 0 = 0 = k · 0 l = 0 -Ň .k ·_c l = k · l .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎĚ ’Ć82 ,’Č82 ĽŤŇ ,k ·_c (l + 1) = k ·_c l + k ·_c 1 = k ·_c l + k = k · l + k = k · (l + 1) .2 · a = a + a ČĞĚĽŐĄ .ŊĽŸĄĚĞŐ n ŊŠ ĄĚŹĚ ĄĚŹ ĚŐŰŠŇ a ŇŹ ŸĚĄĽĞĎ ŽĂŰĚŽ ĂĽĎ n · a .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .86 :ĎĂĄĎ ĎĽŚŸĚŮŸĎ Ľ"Š ŸČĆĚŐ ĎĘ ŸĚĄĽĞ .add(n, a) -Ą ŊĽŸĄĚĞŐ n ŊŠ ĚŐŰŠŇ a ŇŹ ŸĚĄĽĞĎ ŽĂ ŔŐŚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞŃĚŐ add(n, a) = n · a ŔĚĽĚĚĽŹĎ .add(n + 1, a) = add(n, a) + a -Ě add(0, a) = 0 :ŊĽĽŮ 55-Ą ŽŸČĆĚŐĎ^BA ĎŇĚŠŤĎ ŸĚĄŠ .ĎŐŇĎŐŇ

ĎŐŇ .87 .^BA ≈^DC ĘĂ B ≈ D -Ě A ≈ C ŊĂ .Ă .^∅A = {∅} .Ą .^B ∅ = ∅ ĘĂ B ≠ ∅ ŊĂ .Ć .^{B∪C}A ≈^BA ×^CA ĘĂ B ∩ C = ∅ ŊĂ .Č .^C (A × B) ≈^CA ×^C B .Ď .^C (^BA) =^{C×B}A .Ě ŽŸČĆĚŐ H :^BA →^DC ĘĂ D ŇŠ B ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ G-Ě C ŇŠ A ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ F ŊĂ .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĽŃ Š"ĞĞ H .H(j) = F jG^{−1} Ľ"Š ŽŸČĆĚŐĎ D ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ ĂĽĎ H(j) ∈^DC j ∈^BA ŸĚĄŠŹ ŁŃ .H(F^{−1}gG) = g -Ě F^{−1}gG ∈^BA ĘĂ d ∈^DC ŊĂ ĽŃ^DC ŇŠ H . j = F^{−1}H(j)G j ∈^BA ŸĚĄŠ ĽŃ Š"ĞĞ ĂĽĎ H .H(j) = ⟨j ↾ B, j ↾ C⟩ j ∈^{B∪C}A ŸĚĄŠŹ ŁŃ ŽŸČĆĚŐ H :^{B∪C}A →^BA ×^CA ĽĎŽ .Č f ∪ g ∈^{B∪C}A ĘĂ g ∈^CA -Ě f ∈^BA ŊĂ ĽŃ^BA ×^CA ŇŠ ĂĽĎ H . j = j ↾ B ∪ j ↾ C j ∈^{B∪C}A ŸĚĄŠ .H(f ∪ g) = ⟨f, g⟩ -Ě ŔĚŹĂŸĎ ĄĽŃŸĎ ŽĂ ŁŸŠŃ ŽŘŽĚŘĎĚ ŊĽŸĚČŚĎ ŽĚĆĚĘĎ ŇŃ ŽŮŇĞŐ ĂĚĎ ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ ŽĂ 1^{st} -Ą ŔŐŚŘ .Ď ŽŘŽĚŘĎĚ ŊĽŸĚČŚĎ ŽĚĆĚĘĎ ŇŃ ŽŮŇĞŐ ĂĚĎ ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ 2^{nd} -ĄĚ ,1^{st}(x, y) = x ŸŐĚŇŃ ,ĆĚĘĎ ŇŹ ŁŃ ŽŸČĆĚŐ H :^C (A × B) →^CA ×^C B ĽĎŽ .2^{nd}(x, y) = y ŸŐĚŇŃ ,ĆĚĘĎ ŇŹ ĽŘŹĎ ĄĽŃŸĎ ŽĂ ŁŸŠŃ

⟨f, g⟩ ∈^CA ×^C B ŊĂ ĽŃ ,^CA ×^C B ŇŠĚ Š"ĞĞ ĂĽĎ H .H(j) = ⟨1^{st}j, 2^{nd}j⟩ j ∈^C (A × B) ŸĚĄŠŹ .j(x) = ⟨f(x), g(x)⟩ Ľ"Š ŔĚŽŘĎ j ĂĚĎ H(j) = ⟨f, g⟩ -Ź ŁŃ ČĽĞĽĎ j ∈^C (A × B)-Ď ĘĂ C × B ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ ĂĚĎ H(j) j ∈^C (^BA) ŸĚĄŠŹ ŁŃ ŽŸČĆĚŐ H :^C (^BA) →^{C×B}A ĽĎŽ .Ě ŇŃŇ ĘĂ H(j_1) = H(j_2) ŊĂ ĽŃ Š"ĞĞ ĂĽĎ H .H(j)(x, y) = j(x)(y) ,y ∈ B -Ě x ∈ C ŇŃŇ ,ŽŐĽĽŮŐĎĚ j_1(x) ŇŹ ŊĚĞŽĎŹ ŔĚĚĽŃŐĚ ,j_1(x)(y) = H(j_1)(x, y) = H(j_2)(x, y) = j_2(x)(y) y ∈ B -Ě x ∈ C w ∈^{C×B}A ŊĂ ĽŃ^{C×B}A ŇŠ ĂĽĎ H .j_1 = j_2 ŔŃŇĚ x ∈ C ŇŃŇ ĎĘĚ ,j_1(x) = j_2(x) ŔŃŇ B ĂĚĎ j_2(x) Ě y ∈ B ŇŃŇŹ ŁŃĚ B ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤ ĂĽĎ j(x) x ∈ C ŇŃŇĚ C ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ j ∈^C (^BA) ĽĎŽ ŔŃŇĚ H(j)(x, y) = j(x)(y) = w(x, y) y ∈ B ŇŃŇĚ x ∈ C ŇŃŇ ŊĽĽŮ .j(x)(y) = w(x, y) ∈ A .^{C×B}A ŇŠ ĂĽĎ H-Ě ,H(j) = w ŽŸČĆĚŐ a^b ĎŮĘĞĎ .|B| = b -Ě ,|A| = a -Ź ŁŃ ŽĚŰĚĄŮ A, B ĎŘĽĽĎŽ a, b ŽĚŐŰĚŠŇ .ĎŮĘĞĎ ŽŸČĆĎĎŮĘĞĎ ŽŸČĆĎ

ĎŮĘĞĎ ŽŸČĆĎ .88 .|^BA| -Ń ŽĚŰĚĄŮĎ ŽŸĽĞĄĄ ĎĽĚŇŽ ĎŘĽĂ ŔĂŃ ĎŸČĆĚĎŹ ĎŮĘĞĎŹ ĞĽŃĚĎŇ ĚŘĽŇŠ ĄĹĽĎ ŽŸČĆĚŐ ĎŮĘĞĎŹ ŽĚĂŸŇ ĽČŃ ,D ≈ B -Ě C ≈ A ŔŃŇĚ |D| = b = |B| -Ě |C| = a = |A| ĘĂĚ ĚŇĂŃ ŽĚŰĚĄŮ C, D ŊĆ ĎŘĽĽĎŽ ,A, B ĎŘĽĂ C, D -Ą A, B ŽŤŇĞĎĚ ,|C × D| = |A × B| = a · b ŔĂŃŐĚ C × D ≈ A × B ŊĽĽŮ ’Ă87 ĽŤŇĚ .a · b ŽĂ ĎŘŹŐ .a^{(bc)} -Ň ĂĽĎ ĎŘĚĚŃĎ ŊĽĽŸĆĚŚ ĂŇŇ a^{bc} ĄĚŽŃŹ ŔŃĽĎ [’Ą87] .a^0 = 1 .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .89 [’Ć87] .a = 0 -Ě b ≠ 0 ŊŊĂ a^b = 0 .Ą .1^a = 1 ,a^1 = a .Ć [’Č87] .a^{b+c} = a^b · a^c .Ă .ĎŮĘĞĎ ĽŇŇŃ

ĎŮĘĞĎ ĽŇŇŃ

ĎŮĘĞĎ ĽŇŇŃ .90 [’Ď87] .(a · b)^c = a^c · b^c .Ą [’Ě87] .a^{bc} = a^{b·c} .Ć [’Ě82-Ě ’Ą89 ,’Ă90 ,’Ą74] .c^a ≤ c^b ĘĂ c ≠ 0 -Ě a ≤ b ŊĂ .Ă .ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ

ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ

ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŘĚĹĚŘĚŐ .91 [^CA ⊆^C B ĘĂ A ⊆ B ŊĂ ĽŃ] .a^c ≤ b^c ĘĂ a ≤ b ŊĂ .Ą ŔĂŃ .ČČĚĄ ŔŐĽŚ ŇĂŃ 2^{ℵ0} -Ň ŚĞĽĽŽĎŇ ŹĽŹ ĚŘŸŐĂĚ 2^{ℵ0} -Ą |ℜ| ŽĂ ĚŘŐĽŚ ’Ą62-Ą .|ℜ| = 2^{ℵ0} .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .92 ČĽĽŐ ŠĄĚŘ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ .88-Ą ĎŸČĆĚĎŹ ĽŤŃ ,ĎŮĘĞĎ ĂĽĎ 2^{ℵ0} ŇŹ ŽĚŠŐŹŐĎŹ ŔŃĽĎ |ℜ| = 2^{ℵ0} ĽŃ ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂ .57-Ě 56-Ő [56] .|P (A)| = 2^{|A|} ŊĽĽŮ A ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .93 .2^{ℵ0} · 2^{ℵ0} = 2^{ℵ0} ČĞĚĽŐĄĚ , ( 2^{ℵ0} )_{ℵ0} = ( 2^{ℵ0} )_n = 2^{ℵ0} n > 0 ŇŃŇ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .94 .b^a = 2^a 2 ≤ b ≤ 2^a ŇŃŇ ĘĂ a · a = a ŊĂ .Ą . ( 2^{ℵ0}

)_2ℵ_0

= ℵ^{2ℵ0}_0 = 2^{2ℵ0} .Ć .≤ ŽĚŘĚŃŽĄĚ ’Ă91-Ą ŹŐŽŹĎ ŔĂŃŐ .’Ă83-Ě ’Ć90 ĽŤŇ , ( 2^{ℵ0} )_{ℵ0} = 2^{ℵ0·ℵ0} = 2^{ℵ0} .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .≤ ŽĚŘĚŃŽĚ ’Ć90 ,’Ă91 ĽŤŇ ,2^a ≤ b^a ≤ (2^a)^a = 2^{a·a} = 2^a .Ą .a = 2^{ℵ0} ŸŹĂŃ ’Ą-Ő ŠĄĚŘ .Ć .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ĎŮĘĞ ŽĚŇĚŠŤ ĽŽŹ ĚŘŇ ŹĽ ŠĆŸŃ .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ĎŮĘĞĎ ŽĚĽŠŐŹŐ ČĞ .95 ĽŽŹ .88-Ą ĎŸČĆĚĎŹ ĎŮĘĞĎ ŽŇĚŠŤ ĂĽĎ ĎĽŘŹĎĚ ,ĎŐĽŐĽ ŊĽŐĽŐ ĚŘŇ ŽŸŃĚŐĎ ĎŮĘĞĎ ŽŇĚŠŤ ĂĽĎ ŽĞĂĎ .ĎŇĚŠŤĎ ĎŽĚĂ ŔĎ ĚŇĂ ŽĚŇĚŠŤ ĞĽŃĚŘ .exp(a, b) -Ą 88-Ą ĎŸČĆĚĎŹ a^b ĎŮĘĞĎ ŽŇĚŠŤ ŽĂ ,ČĄŇĄ ŽĂĘ ĎĞŃĚĎ ĽŃŸĚŰŇ ,ŔŐŚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŔĚĽĚĚĽŹĎŹ ĎĞŘĎĄ .’Ă89 ĽŤŇ ,exp(k, 0) = 1 = k^0 l = 0 -Ň .exp(k, l) = k^l ĽŃ l ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ

.’Ć89-Ě ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ,’Ă90 ĽŤŇ ,exp(k, l + 1) = exp(k, l) · exp(k, 1) = k^l · k = k^{l+1} ĘĂ l-Ň ŔĚŃŘ .a^2 = a · a ČĞĚĽŐĄ .ŊĽŇŤĚŃ n ŊŠ ĄĚŹĚ ĄĚŹ ĚŐŰŠŇ a ŇŹ ŇŤŃĎ ŽĂŰĚŽ ĂĽĎ a^n .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .96 :ĎĂĄĎ ĎĽŚŸĚŮŸĎ Ľ"Š ŸČĆĚŐ ĎĘ ŇŤŃ .mpy(n, a) -Ą ŊĽŇŤĚŃ n ŊŠ ĚŐŰŠ ŊŠ a ŇŹ ŇŤŃĎ ŽĂ ŔŐŚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞŃĚŐ mpy(n, a) = a^n ŔĚĽĚĚĽŹĎ .mpy(n + 1, a) = mpy(n, a) · a -Ě mpy(0, a) = 1 [’Ć94-Ě 92] .2^{2ℵ0} ĂĽĎ^ℜℜ ŽĚĽŹŐŐĎ ŽĚĽŰŮŘĚŤĎ ŇŃ ŽŰĚĄŮ ŽŐŰĚŠ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .97 .2^{ℵ0} ĂĽĎ ŽĚŤĽŰŸĎ ŽĚĽŹŐŐĎ ŽĚĽŰŮŘĚŤĎ ŇŃ ŽŰĚĄŮ ŽŐŰĚŠ .Ą z ∈ ℜ ŇŃŇŹ ŁŃ F : ℜ → W ĽĎŽ .ŽĚŤĽŰŸĎ ŽĚĽŹŐŐĎ ŽĚĽŰŮŘĚŤĎ ŇŃ ŽŰĚĄŮ W ĽĎŽ .Ą .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŽŠŃ .2^{ℵ0} ≤ |W | ŔŃŇĚ Š"ĞĞ ĂĽĎ F .F (z)(x) = z x ∈ ℜ ŇŃŇ ,ŸŐĚŇŃ ,z ĎŠĚĄŮĎ ĎĽŰŮŘĚŤĎ ĂĽĎ F (z) ĂĽĎ G .ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŽŰĚĄŮ ĂĽĎ Q-Ź ŔŃĽĎ ,G(f) = f ↾ Q Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ ĎĽŰŮŘĚŤĎ G : W →^Qℜ ĽĎŽ ŔŃŇ .ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŇŠ ĎĽŃŸŠ Ľ"Š ŊĽŠĄŮŘ ĎŤĽŰŸ ŽĽŹŐŐ ĎĽŰŮŘĚŤ ŇŹ ŊĽŃŸŠĎ ŇŃ ĽŃ Š"ĞĞ .’Ă94 ĽŤŇ ,|W | ≤ | |Qℜ | | = (2ℵ0 )^{ℵ0} = 2ℵ0