Ś"ŹŽ ĄĽĄĂ – ŽĚŰĚĄŮĎ ŽŸĚŽ ŚŸĚŮ

(11.5.2000 ,1 ĎŚŸĆ) ŽĚŰĚĄŮ ŽĂĚĚŹĎ :’Ć ŮŸŤ

.ĚĘŇ ĚĘ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ŊĽĽŹŐŐ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ ŽĚĂĄĎ ŽĚŰĚĄŮĎ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .47 .ℜ ŊĽĽŹŐŐĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŰĚĄŮ .Ă .(a, b) = {x ∈ ℜ | a < x < b} ŊĽĞĚŽŤĎ ŊĽŠĹŮĎ ŇŃ .Ą .(−∞, a) = {x ∈ ℜ | x < a} -Ě (a, ∞) = {x ∈ ℜ | a < x} ŽĚĞĚŽŤĎ ŊĽĽŘŸŮĎ ŇŃ .Ć .[a, b] = {x ∈ ℜ | a ≤ x ≤ b} ŊĽŸĚĆŚĎ ŊĽŠĹŮĎ ŇŃ .Č .(−∞, a] = {x ∈ ℜ | x ≤ a} -Ě [a, ∞) = {x ∈ ℜ | a ≤ x} ŽĚŸĚĆŚĎ ŊĽĽŘŸŮĎ ŇŃ .Ď .(a, b] = {x ∈ ℜ | a < x ≤ b} -Ě ,[a, b) = {x ∈ ℜ | a ≤ x < b} ŊĽĞĚŽŤ ĽŰĞĎ ŊĽŠĹŮĎ ŇŃ .Ě .ĎŐŰĚŠĎ ŽĚŘĚĽĚĚŹŐ ŮŇĞ ŮŸ ĞĽŃĚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .(c, d) ŇŠ (a, b) ŽĂ ĎŮĽŽŠŐ (a, b)-Ň ŽŇĄĆĚŐ ,f(x) = c +^{x−a}_{b−a} (d − c) ĎĽŰŮŘĚŤĎ .(0, ∞) ŔŸŮĎ ŇŠ (0, 1) ŽĂ ĎŮĽŽŠŐ (0, 1) -Ň ŽŇĄĆĚŐ g(x) =^1_x − 1 ĎĽŰŮŘĚŤĎ .ℜ ŇŠ (−1, 1) ŽĂ ĎŮĽŽŠŐĎ ĎĽŰŮŘĚŤ g-Ň ŽĚŐĚČĎ ŽĚĽŰŮŘĚŤ ĽŽŹŐ ĎŘĄ .(−1, 1) ŇŠ [−1, 1] ŽĂ ĎŮĽŽŠŐ [−1, 1] ĎŐĚĞŽŹ ,ĎĂĄĎ h ĎĽŰŮŘĚŤĎ h(x) = {_x 2 |x| ∈ {2^{−n} | n ∈ N} ŊĂ x ŽŸĞĂ

.ŽĽŃŸŠ ČĞ ČĞ F : A → B ŽŐĽĽŮ ŊĂ A ⪯ B .Ă .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .48 .A ≉ B -Ě A ⪯ B ŊŊĂ A ≺ B .Ą .A ≈ C -Ź ŁŃ C ⊆ B ĎŘŹĽ ŊŊĂ A ⪯ B .Ă .ĎŐŇĎŐŇ

ĎŐŇ .49 .ĽĄĽŚŮŇŤŸ ĂĚĎ ⪯ ŚĞĽĎĚ ,A ⪯ A ČĽŐŽ ŔŃŇĚ ,A ⪯ B ĘĂ A ⊆ B ŊĂ .Ą .ĽĄĽŚŮŇŤŸĽĂ ĂĚĎ ≺ ŚĞĽĎĚ ,A ⊀ A ČĽŐŽ ŔŃŇĚ,A ⊀ B ĘĂ A ≈ B ŊĂ .Ć ŽŘŽĚŘ Š"ĞĞ ŽĚĽŰŮŘĚŤ ŽĄŃŸĎ ĽŃ] .A ⪯ C ĘĂ B ⪯ C -Ě A ⪯ B ŊĂ – ĽĄĽĹĽĘŘŸĹ ĂĚĎ ⪯ ŊĞĽĎ .Č [.Š"ĞĞ ĎĽŰŮŘĚŤ .ŽĽŤĚŚŘĽĂ B ŊĆ ĘĂ A ≺ B -Ě ŽĽŤĚŚŘĽĂ A ŊĂ .ŽĽŤĚŚ A ŊĆ ĘĂ A ≺ B -Ě ŽĽŤĚŚ B ŊĂ .Ă .ĎŐŇĎŐŇ

ĎŐŇ .50 .[35] [32] .m ≤ n ŊŊĂ N_m ⪯ N_n m, n ∈ N ŇŃŇ .Ą [32] .m < n ŊŊĂ N_m ≺ N_n m, n ∈ N ŇŃŇ .Ć .[’Ą30-Ě ’Č32 ĚĂ ,’Č32 ŽĞŃĚĎ] .N_n ≺ N n ∈ N ŇŃŇ .Č .N ≺ ℜ ĽĂČĚĚĄĚ N ≺ (0, 1) ŔŃŇĚ ,(0, 1) ŠĹŮĎ ŇŠ N ŇŹ ĎŮŽŠĎ ŽŐĽĽŮ ĂŇ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .51 ĽŘĚŸŹŠ ŸĄŹŇ ĞĚŽĽŤ 0.a_{n,0}a_{n,1} . . . ĽĎĽ .(0, 1) ŇŠ ĎŘĽĂ F ĘĂ F : N → (0, 1) ŊĂ ĽŃ ĞĽŃĚŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŸŤŚŐŇ .a_{n,n} ≥ 8 ŊĂ b_n = a_{n,n} − 1 -Ě a_{n,n} ≤ 7 ŊĂ b_n = a_{n,n} + 1 ŸĽČĆŘ .F (n) ŇŹ ĽŤĚŚŘĽĂ ĎĆŰĎĎ ĽŃ ,F (n) ŇŃŐ ĎŘĚŹ b .9 ĚŘĽĂĚ 0 ĚŘĽĂ b_n ŞĂ ĽŃ ŽĞĂ ŽĽŘĚŸŹŠ ĎĆŰĎ ŮŸ ŹĽ b = 0.b_0b_1 . . . b_n n-Ď ĎŸŤĽŚĎ ŔŐ ĎŘĚŹ F (n) ŇŹ a_{n,n} n-Ď ĎŸŤĽŚĎ ĚŇĽĂĚ ,0.b_0b_1 . . . ĂĽĎ b ŇŹ ĎČĽĞĽĎ ŽĽŘĚŸŹŠĎ .(0, 1) ŇŠ ĎŮŽŠĎ ĎŘĽĂ F -Ě F ĞĚĚĹĄ ĚŘĽĂ b ŔŃŇ .b ŇŹ .A ≺ P (A) A ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ .ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ

ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ

ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ .52 .P (A) ŁĚŽŇ A ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ F (x) = {x} ĎĽŰŮŘĚŤĎ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĽŃ ĎĂŸŘ .B = {x ∈ A | x ∉ F (x)} ĽĎŽ F : A → P (A) ŇŃŇ .P (A) ŇŠ A ŇŹ ĎŮŽŠĎ ŔĽĂ ĽŃ ĎĂŸŘ B ŽŸČĆĎ ĽŤŇĚ y ∈ F (y) ĘĂ B = F (y) -Ź ŔĚĚĽŃŐ ĘĂ y ∈ B ŊĂ .B = F (y) ĽŃ ĞĽŘŘ .B ∉ Range(F )

ŇŃĄ ŁŃ .y ∈ B ŊĽĽŮ B ŽŸČĆĎ ĽŤŇĚ y ∉ F (y) ĘĂ B = F (y) -Ź ŔĚĚĽŃŐ ĘĂ y ∉ B ŊĂ .y ∉ B ŊĽĽŮ .ĎŸĽŽŚ ŽĂĘĚ ,y ∉ B ŊĆĚ y ∈ B ŊĆ ŊĽĽŮ ĎŸŮŐ .A ≈ B ĘĂ B ⪯ A -Ě A ⪯ B ŊĂ .ŔĽĽĹŹŘŸĄ-ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ

ŔĽĽĹŹŘŸĄ-ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ

ŔĽĽĹŹŘŸĄ-ŸĚĹŘŮ ĹŤŹŐ .53 n ∈ N ŇŃŇĚ ,C_0 = B \ Range F ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸĽČĆŘ .Š"ĞĞ G : B → A -Ě F : A → B ĎŘĽĽĎŽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .D = ⋃ n∈N D_n ⊆ A ĽĎĽ .D_n ⊆ A -Ě C_n ⊆ B n ∈ N ŇŃŇ ĽŃ ŸĚŸĄ .C_{n+1} = F [D_n] ,D_n = G[C_n] ŸĽČĆŘ H(x) = { G^{−1}(x) x ∈ D ŊĂ F (x) x ∈ A \ D ŊĂ .A ≈ B ŔŃŇĚ ,B ŇŠ A ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ H ĽŃ ĎĂŸŘ .Š"ĞĞ G^{−1} ĽŃ H(x) = G^{−1}(x) ≠ G^{−1}(y) = H(y) ĘĂ x, y ∈ D ŊĂ .x ≠ y x, y ∈ A ĚĽĎĽ :Š"ĞĞ H x ∈ D ŽĚĽŇŇŃĎ ŽŇĄĆĎ ĂŇŇ ,ŽŸĞĂ .Š"ĞĞ F ĽŃ H(x) = F (x) ≠ F (y) = H(y) ĘĂ x, y ∈ A \ D ŊĂ ŽŘŽĚŘ ĎĘ ŔĚĽĚĚĽŹ ĽŤĆĂ ĽŘŹ ŇŠ G ŽŇŠŤĎ .G^{−1}(x) = F (y) ŸŐĚŇŃ ,H(x) = H(y) ĽŃ ĞĽŘŘ .y ∈ A \ D -Ě ŔĚĚĽŃŐĚ ,ĚĎŹŇŃ z ∈ C_0 ŸĚĄŠ x = G(z) ĎĽĎ D_0 ŽŸČĆĎ ĽŤŇ ,ĘĂ x ∈ D_0 ĚŇĽĂ ĽŃ x ∉ D_0 .x = GF (y) ĞĚĚĹĄ ĚŘĽĂ C_0-Ą ĚŽĚĽĎĄ z-Ź ŁŃŇ ĎŸĽŽŚĄ ĎĘĚ ,Š"ĞĞ G ĽŃ ,z = F (y) ĎĽĎ G(z) = x = GF (y) -Ź x = GF (z) ŊĽĽŮ D_n ŽŸČĆĎ ĽŤŇ .ĚĎŹŇŃ n > 0 ŸĚĄŠ D_n-Ą x ŔŃŇ D_0-Ą ĚŘĽĂĚ D-Ą x -Ź ŔĚĚĽŃŐ .F ŁŃŇ ĎŸĽŽŚĄ ,z = y ŔŃŇ Š"ĞĞ F, G -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,GF (z) = x = GF (y) ŊĽĽŮ .ĚĎŹŇŃ z ∈ D_{n−1} ŸĚĄŠ .y ∈ A \ D -Ě z ∈ D_{n−1} ⊆ D -Ź .z ∈ Range H ŔŃŇĚ H(G(z)) = G^{−1}(G(z)) = z -Ě G(z) ∈ D_0 ĘĂ z ∈ C_0 ŊĂ .z ∈ B ĽĎĽ :B ŇŠ H H(x) = F (x) = ĘĂ x ∈ A \ D ŊĂ .ĚĎŹŇŃ x ∈ A ŸĚĄŠ z = F (x) ŔŃŇĚ z ∈ Range F ĘĂ z ∉ C_0 ŊĂ ŔŃŇ .z = F (x) ∈ C_{n+1} C_{n+1} ŽŸČĆĎ ĽŤŇĚ ĚĎŹŇŃ n ŸĚĄŠ x ∈ D_n ĘĂ x ∈ D ŊĂ .z ∈ Range H -Ě ,z .z ∈ Range H -Ě H(G(z) = G^{−1}(G(z)) = z ŔŃŇĚ G(z) ∈ D_{n+1} ⊆ D ĽĎŽ .ŇĽŠŇ ĚŐŃ D_0-Ě C_0 ĚĽĎĽ .ŽŰŮŐĄ ĎŘĚŹ ĎĞŃĚĎ

ŽŰŮŐĄ ĎŘĚŹ ĎĞŃĚĎ D = ⋂ {W ⊆ A | D_0 ⊆ W ∧ GF ŽĞŽ ĎŸĚĆŚ W } ĂĽĎ ŔĂŃ ĎŸČĆĚĎŹ D ĎŰĚĄŮĎ ĽŃ ŽĚĂŸŇ ĎŹŮ ĂŇ .ĎĘŃ W ĂĽĎ ĎŐŰŠ A ŇŹŐŇ ,ĚŇĂŃ ŊĽ-W ŊŘŹĽ ŇŹ ŁĚŽĽĞ ĂĽĎ D ĽŃ D ⊇ D_0 .ŁŃŇ ŮŮČĘŘ ĂŇ ŇĄĂ ,ĎŘĚŹĂŸĎ ĎĞŃĚĎĄ ĎŸČĆĚĎŹ D ĎŰĚĄŮĎ ĎŽĚĂ ŊĆ ŔŃŇĚ ,Ň"ŘŃ W ŇŃĄ x ∈ W ĘĂ x ∈ D ŊĂ ĽŃ GF ŽĞŽ ĎŸĚĆŚ D ŔŃ ĚŐŃ .D_0 ŽĂ ŽĚŤĽŮŐĎ ŽĚŰĚĄŮ D ŸĚĄŠ ,ŇĽŠŇ ĎŸČĆĚĎŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ H ĽĎŽ .F G(x) ∈ D ŔŃŇĚ GF ŽĞŽ ĎŸĚĆŚ W ĽŃ ,F G(x) ∈ W .ŽĽĞŃĚŘĎ ,H(x) = H(y) ĽŃ ĞĽŘŘ .H(x) ≠ H(y) ĘĂ y ∈ A \ D -Ě x ∈ D ŊĂ ĽŃ ŽĚĂŸĎŇ ĽČ ŇĽŠŇ ĚŐŃ .Š"ĞĞ H x ∈ D_0 ĚŇĽĂ ĽŃ x ∉ D_0 .x = GF (y) ŽŘŽĚŘ ĎĘ ŔĽĚĚĽŹ ĽŤĆĂ ĽŘŹ ŇŠ G ŽŇŠŤĎ .G^{−1}(x) = F (y) ŸŐĚŇŃ ,z = F (y) ĎĽĎ G(z) = x = GF (y) -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,ĚĎŹŇŃ z ∈ C_0 ŸĚĄŠ x = G(z) ĎĽĎ D_0 ŽŸČĆĎ ĽŤŇ ,ĘĂ ,D_0 ŽĂ ĎŤĽŮŐ D \ {x} ĎŰĚĄŮĎ D ĚŐŃ .F ĞĚĚĹĄ ĚŘĽĂ C_0-Ą ĚŽĚĽĎĄ z-Ź ŁŃŇ ĎŸĽŽŚĄ ĎĘĚ ,Š"ĞĞ G ĽŃ ĚŘĽĂ x Š"ĞĞ GF -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ y ∉ D -Ě GF (y) ĂĚĎ ĎŘŐŐ ĂŰĚĎŹ x ĽŃ ,GF ŽĞŽ ĎŸĚĆŚ ĂĽĎĚ , x ∉ D_0 ĽŃ D-Ź ŁŃŇ ĎŸĽŽŚĄ ,ŇĽŠŇČ W ŽĚŰĚĄŮĎ ŽĞĂ ĂĽĎ D \ {x} -Ź ĚŘĽĂŸ ŁŃ .ĚĎŹŇŃ z ∈ D ŸĚĄŠ GF (z) .ŔŇĚŃ ŇŹ ŁĚŽĽĞĎ ĂĽĎ .z ∈ Range H ŔŃŇĚ H(G(z)) = G^{−1}(G(z)) = z -Ě G(z) ∈ D_0 ĘĂ z ∈ C_0 ŊĂ .z ∈ B ĽĎĽ :B ŇŠ H ĘĂ x ∈ A \ D ŊĂ .ĚĎŹŇŃ x ∈ A ŸĚĄŠ z = F (x) ŔŃŇĚ z ∈ Range F ĘĂ z ∉ C_0 ŊĂ .G(z) ∈ D ŸŐĚŇŃ ,GF (x) ∈ D ŊĆ ,ĚŘĽĂŸŹ ĽŤŃ ,ĘĂ x ∈ D ŊĂ .z ∈ Range H -Ě ,H(x) = F (x) = z .z ∈ Range H -Ě ,H(G(z)) = G^{−1}(G(z)) = z ŔŃ ŊĂ ŊĽĽŮ

.[53-Ě ’Č49] .A ≺ C ĘĂ A ≺ B ≺ C ŊĂ .ĎŘŮŚŐĎŘŮŚŐ

ĎŘŮŚŐ .54 .B-Ň A-Ő ŽĚĽŰŮŘĚŤĎ ŇŃ ŽŰĚĄŮ ŽĂ^AB -Ą ŔŐŚŘ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .55 .P (A) ≈^A{T, F } ŊĽĽŮ T, F ŊĽŘĚŹ ŊĽŐŰŠ ĽŘŹ ŇŃŇĚ A ĎŰĚĄŮ ŇŃŇ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .56 A ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ f_B ∈^A{T, F } ĽĎŽ B ⊆ A ŇŃŇ .false ŸŮŹŸŮŹ

ŸŮŹ F -ŇĚ true ŽŐĂŽŐĂ

ŽŐĂ T -Ň ĂŸŮŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ f_B(x) = { T x ∈ B ŊĂ F x ∉ B ŊĂ .^A{T, F } ŇŠ P (A) ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ H(B) = f_B Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ H ĎĽŰŮŘĚŤĎ ĘĂ .y ∈ B \ C ŊĽĽŮ ,ŽĚĽŇŇŃĎ ŽŇĄĆĎ ĂŇŇ ,ĘĂ B ≠ C -Ě B, C ⊆ A ŊĂ :Š"ĞĞ H .H(B) = f_B ≠ f_C = H(C) ŔŃŇĚ f_B(y) = T ≠ F = f_C (y) g(x) = T ŊĂ ,x ∈ A ŸĚĄŠ ,ĘĂ .B = {x ∈ A | g(x) = T } ĽĎŽĚ g ∈^A{T, F } ĽĎŽ :^A{T, F } ŇŠ H ĽŃ ĚŘĞŃĚĎ ŁŃ .f_B(x) = F = g(x) ŔŃŇĚ x ∉ B ĘĂ g(x) = F ŊĂĚ ,f_B(x) = T = g(x) ŔŃŇĚ x ∈ B ĘĂ .H ĞĚĚĹĄ ĂĚĎ g-Ě ,g = f_B = H(B) .ℜ ≈ P (N) .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .57 ĽŤŇĚ ,Q ≈ N 43 ĽŤŇ .ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŽŰĚĄŮ ĂĽĎ Q-Ź ŔŃĽĎ ,ℜ ⪯ P (Q) ĽŃ ĞĽŃĚŘ :ℜ ⪯ P (N) ŔĚĚŃĎ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ Ľ"Š ℜ ĎŐĚĞŽŹ F ŸĽČĆŘ .ℜ ⪯ P (N) ŇĄŮŘ ŔŃŇĚ P (Q) ≈ P (N) 28.1 ČĞ ČĞ ĂĽĎ F ĽŇŘĚĽŰŸ ŸŤŚŐ ŹĽ ŊĽŘĚŹ ŊĽĽŹŐŐ ĽŘŹ ŇŃ ŔĽĄŹ ŔĚĚĽŃŐ .F (x) = {r ∈ Q | r < x} ∈ P (Q) .ŽĽŃŸŠ .0, 9 ŽĚŸŤŚĎ ŔŘĽĂŹ ČĄŇĄĚ 9 ČŠ 0 ŽĚŸŤŚĎ ŔĽĄŐ ŽĚŘĚŹ ŽĚŸŤŚ ĽŽŹ k, l ĎŘĽĽĎŽ :P (N) ⪯ ℜ ŔĚĚŃĎ .G(f) = ∑_∞ n=0 f(n) · 10^{−n} Ľ"Š G :^N {k, l} → ℜ ĎĽŰŮŘĚŤ ŸĽČĆŘ .^N {k, l} ≺ ℜ ĞĽŃĚĎŇ ĽČ 56 ŸĚĂŇ ,ĚŇĂŃ ŽĚĆŰĎ ĽŽŹ ĽŹŐŐ ŸŤŚŐŇ ŹĽ ĚĄ ĎŸŮŐŇ ĹŸŤ ĎČĽĞĽ ĂĽĎ ĽŤĚŚŘĽĂ ĽŘĚŸŹŠ ŸĄŹŃ ĽŹŐŐ ŸŤŚŐ ŽĆŰĎ {k, l} ≠ {0, 9} ŔĂŃŹ ŔĚĚĽŃŐ .ŁŇĽĂĚ ŊĽĽĚŚŐ ŊĚŮŐŐ 9 ŠĽŤĚŐ ĎĽŘŹĄĚ ŁŇĽĂĚ ŊĽĽĚŚŐ ŊĚŮŐŐ 0 ŠĽŤĚŐ ŽĞĂĄ .ŽĽŃŸŠ ČĞ ČĞ ĂĽĎ G ŔŃŇĚ G ĽŃŸŠ ŸĚĄŠ ŽĚŸŮŇ ŇĚŃĽ ĂŇ ĎĘ