Ś"ŹŽ ĄĽĄĂ – ŽĚŰĚĄŮĎ ŽŸĚŽ ŚŸĚŮ

(10.5.2000 ,2 ĎŚŸĆ) ĎĽŘŐ ŽĚŘĄĚ ŽĚĽŤĚŚ ŽĚŰĚĄŮ :’Ą ŮŸŤ

F : A → B ŽŐĽĽŮ ŊĂ A ≈ B ŊĽĄŽĚŃ ĚŘĂĚ B ĎŰĚĄŮŇ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ

ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ A ĎŰĚĄŮĎŹ ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .27 .B ŇŠĚ ŽĽŃŸŠ ČĞ-ČĞ ĂĽĎŹ ŊĽŠČĚĽ ĚŘŘĽĂŹ ŽĚŸŐŇ ŊĽŸĄĽĂ ŇŹ "ŸŤŚŐ ĚŽĚĂ" ŽĚŘĚŹ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹŇ ŹĽ ĽŽŐ ŸŐĚŇ ĚŘŇ ŸŹŤĂŐ ĎĘ ŚĞĽ .ŽĚĽŤĚŚŘĽĂ ŽĚŰĚĄŮ ŇŹ ĎŸŮŐĄ ĚŐŃ ,ŔĎĽŸĄĽĂ ŽĂ "ŸĚŤŚŇ" [.26-Ő ŠĄĚŘ] .ĽĄĽĹĽĘŘŸĹĚ ĽŸĹŐĽŚ ,ĽĄĽŚŮŇŤŸ ŸŐĚŇŃ ,ŽĚŇĽŮŹ ŚĞĽ ĂĚĎ ≈ ĎŐŰĚŠĎ ŔĚĽĚĚŹ ŚĞĽ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .28 .P (A) ≈ P (B) ŊĆ ĘĂ A ≈ B ŊĂ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .28.1 ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ H(Y ) = F [Y ] Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ H : P (A) → P (B) .B ŇŠ A ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ F ĽĎŽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .P (B) ŇŠ P (A) ŇŹ Š"ĞĞ ,ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĎĞŃĚĎ ,ŊĎŇŹ ŸČŚĎ ŚĞĽ ŇŇĚŃ ,ĚŘŇ ŊĽŠĚČĽŃ ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐŇ ŚĞĽĽŽŘ .ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ

ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽĂ ŸĽČĆŘ ŸŽĚĽ ŸĞĚĂŐ .ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŊĎĽŇŠ ŽĚĽŰŮŘĚŤ ŽŸČĆĎĚ ,ŊĎĄ ŔĚĄŹĞĎ ŽĚŇĚŠŤ .ĎŽŠ ŊĽŹŐŽŹŐ ĚŘĂ ŊĎĄ ŊĽŸĄČĎ ŔŐ ŮŇĞĄ ŽĚĞŤŇ ŇŤĹŘĚ .ŠŐŽŹŐĄ ĚĂ ŹŸĚŤŐĄ ,ŽŸĞĂ ŸŐĂŘ ŊĂ ĂŇĂ ŊĽĽŠĄĹ ŊĽŸŤŚŐ ČĽŐŽ ĚŘŐŚĽ k, l, m, n ŽĚĽŽĚĂĎ .N_n = {m | m ∈ N, m < n} .Ă .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .29 .A ≈ N_n ŊĂ ŊĽŸĄĽĂ

ŊĽŸĄĽĂ

ŊĽŸĄĽĂ n ŽĄŽĄŽĄ ĂĽĎ A ĎŰĚĄŮ ĽŃ ŊĽŸŐĚĂ ĚŘĂ ,n ∈ N -Ň .Ą .ĚĎŹŇŃ n ∈ N -Ň ŊĽŸĄĽĂ n ŽĄ ĂĽĎ ŊĂ ŽĽŤĚŚŽĽŤĚŚ

ŽĽŤĚŚ ŽĂŸŮŘ A ĎŰĚĄŮ .Ć .ŽĽŤĚŚŘĽĂ

ŽĽŤĚŚŘĽĂ

ŽĽŤĚŚŘĽĂ ŽĂŸŮŘ ŽĽŤĚŚ ĎŘĽĂŹ ĎŰĚĄŮ .Č .B ≈ A ŊŊĂ ŊĽŸĄĽĂ n ŽĄ ĂĽĎ ŊĆ B ĎŰĚĄŮ ĘĂ ŊĽŸĄĽĂ n ŽĄ ĎŰĚĄŮ A ŊĂ .Ă .ŽĚŘŮŚŐŽĚŘŮŚŐ

ŽĚŘŮŚŐ .30 .ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŊĆ ŽĽŤĚŚ ĎŰĚĄŮŇ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ĎŰĚĄŮ .Ą .ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĂĽĎ ŊĆ ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĎŰĚĄŮŇ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ĎŰĚĄŮ .Ć .ĎŇŹ ŹŐŐ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ ŞĂŇ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ĎŘĽĂ N_n .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .31 ĂĽĎŹ A ŇŠ N_{n+1} ŇŹ ŽĽŃŸŠ ČĞ ČĞ ĎŮŽŠĎ F ĽĎŽ n + 1-Ň .ĽČĽĽŐ ĎĘ 0-Ň .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŽĞŘĎŇ ČĚĆĽŘĄ ,ĎŇ ŹŐŐ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ ŇŠ N_n ŇŹ G ŽĽŃŸŠ ČĞ ČĞ ĎŮŽŠĎ ĎŘĄŘ .N_{n+1}-Ň ŹŐŐ ŽĽŮŇĞ .G = F ↾N_n∪{⟨F^{−1}(n), F (n)⟩} ĞŮŘ ŽŸĞĂĚ ,G = F ↾N_n ĞŮŘ F (n) = n ĚĂ n ∉ A ŊĂ .ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ .ĎŇŹ ŹŐŐ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ ŞĂŇ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ĎŘĽĂ ŽĽŤĚŚ ĎŰĚĄŮ .Ă .ŽĚŘŮŚŐŽĚŘŮŚŐ

ŽĚŘŮŚŐ .32 .ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĂĽĎ ĘĂ ĎŇ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮŇ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ĂĽĎ ĎŰĚĄŮ ŊĂ .Ą .ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ŔŘĽĂ N_m -Ě N_n m ≠ n -Ň .Ć .ČĽĞĽ n ∈ N -Ň ŊĽŸĄĽĂ n ŽĄ ĂĽĎ ŽĽŤĚŚ ĎŰĚĄŮ ŇŃ .Č .ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĂĽĎ N .Ď .’Ă ŽĂ ŸŽĚŚ ĎĘ N_n ⊊ N -Ź ŔĚĚĽŃŐ ĘĂ N ≈ N_n ŊĂ :ŽĞĂ ĎĞŃĚĎ .’Č ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŊĽĽŠĄĹĎ ŽŰĚĄŮ ŇŠ N ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ F (x) = x + 1 Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ N ĎŐĚĞŽŹ F :ĎĽŘŹ ĎĞŃĚĎ .N -Ň ŹŐŐ ŽĽŮŇĞĎ ŊĽĽĄĚĽĞĎ .ŊĽŸĄĽĂ n + 1 ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ A ∪ {x} ĘĂ x ∉ A -Ě ŊĽŸĄĽĂ n ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ A ŊĂ .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .33 ŸŤŚŐ ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ] .ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŊĆ A ∪ B ĘĂ (ŽĚŸĘ ĂŮĚĚČ ĚĂŇ) ŽĚĽŤĚŚ ŽĚŰĚĄŮ ŔĎ B-Ě A ŊĂ .Ą [.B ĽŸĄĽĂ

.A⊊N_n ŊŊĂ m < n -Ě ,ĚĎŹŇŃ m ≤ n -Ň ŊĽŸĄĽĂ m ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ N_n-Ň ŽĽŮŇĞ A ĎŰĚĄŮ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .34 ŽĞŘĎĄ ŹŐŽŹĎ .A = B ∪ {n} ĚĂ A = B ĘĂĚ ,B = A ∩ N_n ĽĎŽ n + 1 -Ň .n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .’Ă33-ĄĚ B ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ

.ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŽĽŤĚŚ ĎŰĚĄŮŇ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ .Ă .ŽĚŘŮŚŐŽĚŘŮŚŐ

ŽĚŘŮŚŐ .35 .ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĂĽĎ ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĎŰĚĄŮ ĎŤĽŮŐĎ ĎŰĚĄŮ .Ą .N -Ň ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ĂĽĎ ŊĂ ĎĽŘŐ ŽĄĎĽŘŐ ŽĄ

ĎĽŘŐ ŽĄ ŽĂŸŮŘ A ĎŰĚĄŮ .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .36 .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ Z ŊĽŐŇŹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŰĚĄŮ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .37 .ĽĆĚĘĽĂ n-Ň F (n) = −(n + 1)/2 -Ě ĽĆĚĘ n-Ň F (n) = n/2 Ľ"Š ŽŸČĆĚŐĎ N ŇŠ ĎĽŰŮŘĚŤĎ F ĽĎŽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .Z ŇŠ N ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ F .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ N .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .38 .ŽĽŤĚŚŘĽĂ ĂĽĎ ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ŇŃ .Ą .ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ ŔĎ ĎĽĽŘŐ ŽĚŘĄ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹ ŇŃ .Ć .ĎĽĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ {m | m ≥ n} = N \ N_n ĎŰĚĄŮĎ n ∈ N ŇŃŇ .Č .ĎĽŘŐ ŽĄ A ∪ {x} ĘĂ ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ A ŊĂ .Ď .ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĚĎ B ŽĽŤĚŚ ĎŰĚĄŮĚ A ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ŇŹ ČĚĞĂ .Ě .ĎĽŘŐ ŽĚŘĄ ŔĎ ŊĽĽĆĚĘĽĂĎ ŊĽĽŠĄĹĎ ŽŰĚĄŮĚ ŊĽĽĆĚĘĎ ŊĽĽŠĄĹĎ ŽŰĚĄŮ .Ę .(ŸŽĚĽŐ ŽĚŸĘĎ ĽĂŘŽŹ ĎĂŸŘ ŸĞĚĂŐ ŸŽĚĽ) .ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĚĎ ŽĚŸĘ ĎĽŘŐ ŽĚŘĄ ŽĚŰĚĄŮ ĽŽŹ ŇŹ ČĚĞĂ .Ğ ČĚĞĂŇ ĎĚĚŹ A ∪ B -Ź ŁŃĄ ŹŐŽŹĎ ĚĂ ’Ď-Ą ŹĚŐĽŹ ŁĚŽ ,B ĽŸĄĽĂ ŸŤŚŐ ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ĞŃĚĎ .Ě .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .’Č-ĄĚ ’Ă35-Ą ŹŐŽŹĎĚ B \ A -Ě A ŽĚŸĘĎ ŽĚŰĚĄŮĎ ŇŹ .ĎĽŘŐ ŽĄ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ A-Ň ŹĽ ĘĂ A ≈ B ⊊ A ŊĂ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ 38.1 G(0) = a Ľ"Š G : N → A ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸĽČĆŘ .a ∈ A \ B ĽĎĽĚ ,B ŇŠ A ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ F ĽĎŽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĞĽŃĚĎŇ ĽČ .ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ Range G ŔŃŇĚ Š"ĞĞ ĂĽĎ G ĽŃ ĞĽŃĚŘ .G(n + 1) = F (G(n)) ∈ B -Ě ,G(0) = a ∈ A \ B ŊĽĽŮ k = 0 ŸĚĄŠ .k ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ŽĂĘ ĎŹŠŘĚ ,G(k) ≠ G(l) ĘĂ k < l ŊĂ ĽŃ ,ĎĽŰŮĚČŘĽĂĎ ŽĞŘĎ ĽŤŇ ,ŊĽĽŮ k > 0 ŸĚĄŠ .G(l) ≠ G(0) ŔŃŇĚ ,G(l) = F (G(l − 1)) ∈ B -Ě .G(k) = F (G(k − 1)) ≠ F (G(l − 1)) = G(l) ŔŃŇ Š"ĞĞ F -Ź ŔĚĚĽŃŐĚ ,G(k − 1) ≠ G(l − 1) .ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ N × N .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .39 ĎČĚŮŘŇ ŽŘŽĚŘ ĽĘĹŸŮĎ ŸĚŹĽŐĄ N × N ŽĚČĚŮŘĎ ĆĽŸŹĄ ŊĽŘĚŚŃŇĂĎ ŁŸĚĂŇ N × N ĽŸĄĽĂ ŽŸĽŤŚ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĎĽŰŮŘĚŤĎŹ ĎĂŸŐ ĎŸĽŹĽ ĎŮĽČĄ .(k + l + 1)(k + l)/2 + k ŸŤŚŐĎ ŽĂ k, l .N ŇŠ N × N ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ F (k, l) = (k + l + 1)(k + l)/2 + k .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ A × B ŊĆ ĎĽŘŐ ŽĚŘĄ ŔĎ B-Ě A ŊĂ .ĎŘŮŚŐĎŘŮŚŐ

ĎŘŮŚŐ .40 .ĎĽŘŐ ŽĄ A ĘĂ N ŇŹ ĎŐĚŚĞ ĂŇ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ A ŊĂ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .41 ĂĚĎ F (n + 1) .A ŇŹ ĽŸŠĘŐĎ ŸĄĽĂĎ ĂĚĎ F (0) .ŔŐŮŇČŃ N ŇŠ F ĎĽŰŮŘĚŤ ĎĽŚŸĚŮŸĄ ŸĽČĆŘ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĞĽŃĚĎŇ ĽČŃ .F : N → A ĽŃ ŸĚŸĄ .ĎŐĚŚĞ ĎŘĽĂ A ĽŃ ĎĘŃ ŸĄĽĂ ŹĽ .F (n)-Ő ŇĚČĆĎ A-Ą ĽŸŠĘŐĎ ŸĄĽĂĎ .A ∩ {x | x ≤ F (n)} = {F (0), . . . , F (n)} ĽŃ n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ ŊĽĞĽŃĚŐ A ŇŠ ĂĽĎ F ĽŃ .ĎŐĚŚĞ ĎŘĽĂ ŊĂ ĎĽŘŐ ŽĄĚ ,ĎŐĚŚĞ ĂĽĎ ŊĂ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ N -Ň ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ ŇŃ .Ă .ŽĚŘŮŚŐŽĚŘŮŚŐ

ŽĚŘŮŚŐ .42 .ĎĽŘŐ ŽĄ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ŇŹ ŽĽŮŇĞ ĎŰĚĄŮ .Ą .ĎĽŘŐ ŽĄ A ∪ B ŊĆ ĎĽŘŐ ŽĚŘĄ B-Ě A ŊĂ .Ć .ŔŃ A ∪ B ŊĆ ĎĽŘŐ ŽĄ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ B-Ě A-Ő Ă"Ń ŊĂ .Č .ĎĽŘŐ ŽĄ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ĎŰĚĄŮ ĂĽĎ Range(F ) ĘĂ ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ Dom F ŊĂ ,F ĎĽŰŮŘĚŤŇ .Ď .ĎĽŘŐ ŽĄ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ,’Ą ĽŤŇ ,ĂĽĎ B \ A .B \ A -Ě A ŽĚŸĘĎ ŽĚŰĚĄŮĎ ŇŹ ČĚĞĂĎ ĂĽĎ A ∪ B .Ć .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ .’Ğ38-Ě ’Ě38-Ą ŹŐŽŹĎ ŽŠŃ y ∈ Range F ŇŃŇŹ ŁŃĚ Range F ĎŐĚĞŽŹ G ĎĽŰŮŘĚŤ ŸĽČĆŘ .Dom F = N ĞĽŘĎŇ ŸŹŤĂ .Ď ĎŰĚĄŮ ŇŠ Range F ŇŹ Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ G .F (n) = y -Ź ŁŃ n ĽŸŠĘŐĎ ĽŠĄĹĎ ŸŤŚŐĎ ĂĚĎ G(y) .N -Ň ŽĽŮŇĞ

.ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ Q ŊĽĽŇŘĚĽŰŸĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŰĚĄŮ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .43 ŊĎ l -Ě k -Ź ŔŃĽĎ F (z) = ⟨k, l⟩ z ĽŇŘĚĽŰŸ ŸŤŚŐ ŇŃŇŹ ŁŃ ĎĽŰŮŘĚŤĎ F : Q → Z × N ĽĎŽ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ĎŐŰĚŠ ŽĚĚŹ Q ŔŃŇĚ Š"ĞĞ ĂĽĎ F .l > 0 -Ě ŊĽŸĘ l-Ě k ,z =^k_l -Ź ŁŃ ŊĽČĽĞĽĎ ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ .ŔŃ Q ŊĆ ŔŃŇĚ ,’Ą42-Ě 40 ,37 ĽŤŇ ĎĽŘŐ ŽĄ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ Range F .Z × N -Ň ŽĽŮŇĞĎ Range F -Ň .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ Q ŔŃŇĚ Q ⊇ N ĽŃ ŽĽŤĚŚ ĎŘĽĂ Q ĂŸŮŘ x ĎĽ-n-Ď ĽĄĽŃŸ ŊŹĄ .N_n ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤŇ ĂŸŮŘ ,ĎŸĚČŚ ĎĽ-ĎŸĚČŚ ĎĽ-

ĎŸĚČŚ ĎĽ-n ĚĂ ,ĎĽ-ĎĽ-ĎĽ-n ŊŹĄ .Ă .ĎŸČĆĎĎŸČĆĎ

ĎŸČĆĎ .44 A ŇŹ ŊĽŸĄĽĂ ŊĎ ĎĽĄĽŃŸ ŇŃŹ ĎĽ-n .x_0, . . . , x_{n−1} -Ą ŊĆ ŊŘŐŚŘŹ ,x(0), x(1), . . ., x(n − 1) ŊĽŃŸŠŇ .A ĽŸĄĽĂ ŇŹ ŽĚĽ-n-Ď ŽŰĚĄŮ ŽĂ A^n-Ą ŔŐŚŘ A ĎŰĚĄŮŇ .A ĽŸĄĽĂ ŇŹ ĎĽ-n ŽĂŸŮŘ ŸĚČŚĎ ĆĚĘĎĚ {⟨0, x⟩, ⟨1, y⟩} ĂĽĎ y-Ě x ŊĎ ĎĽĄĽŃŸŹ ĎĽ-2-Ď ĽŃ ,ŸĚČŚĎ ĆĚĘĎ ĆŹĚŐŇ ĎĎĘ ĚŘĽĂ ĎĽ-2-Ď ĆŹĚŐ ŹŐŹŇ ĎŇĚŃĽ ĂĽĎ ŔŃŇĚ (16) ŸĚČŚĎ ĆĚĘĎ ŽŘĚŃŽ ŸĞĂ ŽĂŇŐŐ ĎĽ-2-Ď ŽĂĘ ŊŠ .⟨x, y⟩ ĂĚĎ ŊĽĄĽŃŸ ŊŽĚĂ ŊŠ .{⟨0, x⟩, ⟨1, y⟩} ĎĽ-2-Ď ŔĽĄŇ ⟨x, y⟩ ŸĚČŚĎ ĆĚĘĎ ŔĽĄ ŔĽĞĄŘ ĂŇ ŁŇĽĂĚ ŔĂŃŐĚ ,ŸĚČŚĎ ĆĚĘĎ ŊĚŮŐĄ ŔĽĄŇ x ŊŰŠĎ ŔĽĄ ŔĽĞĄŘ ĂŇ ŊĆ ŽĚĄŸ ŊĽŐŠŤ .ĎŮĽŸĎ ĎŰĚĄŮĎ ĂĽĎŹ ⟨⟩ ŽĞĂ ĎĽ-0 ŮĚĽČĄ ĎŘŹĽŹ ĄŇ ŊĽŹŘ .⟨x⟩ ĎĽ-1-Ď ,’Ă-Ą ŸŐĂŘŹ ĎŐ ŸĚĂŇ .⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩ -Ą ŔŐŚŘ ,x_0, . . . , x_{n−1} ŊĎ ŸČŚĎ ĽŤŇ ,ĎĽĄĽŃŸŹ ĎĽ-n-Ď ŽĂ .Ą .ŠĽŸŤĎŇ ĎŃĽŸŰ ĎŘĽĂ n = 2 ŸŹĂŃ ĎĘ ŔĚŐĽŚ ŇŹ ŽĚĽŽĚŠŐŹŐ-ĚČĎ A ĽŸĄĽĂ ŇŹ ŽĽŤĚŚ ĎŸČĽŚ .ĎŸČĽŚĎ ŁŸĚĂŁŸĚĂ

ŁŸĚĂ ŊŹĄ ĂŸŮŘ n-Ň .ĚĎŹŇŃ n ∈ N ŸĚĄŠ ĎĽ-n ŽĂĘ ŽĽŤĚŚ ĎŸČĽŚŽĽŤĚŚ ĎŸČĽŚ

ŽĽŤĚŚ ĎŸČĽŚ .Ć .A ĽŸĄĽĂ ŊĎ ĎĽĄĽŃŸ ŇŃŹ ŽĽŤĚŚ ĎŸČĽŚ ŽĂĘ .F (⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩) ŸĚĄŠ F (x_0, . . . , x_{n−1}) ĄĚŽŃŘ ⟨x_0, . . . , x_{n−1}⟩ ĎĽ-n-Ě F ĎĽŰŮŘĚŤ ŇŃŇ .Č .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĽŸĄĽĂ ŇŹ ŽĚĽ-n-Ď ŽŰĚĄŮ n > 0-Ň .Ă .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .45 .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ ĎĽŘŐ ŽĄ ĎŰĚĄŮ ĽŸĄĽĂ ŇŹ ŽĚĽŤĚŚĎ ŽĚŸČŚĎ ŇŃ ŽŰĚĄŮ .Ą ŽĂ n > 0 ŸĚĄŠ ,ŸĽČĆŘ .A ŇŠ A × A ŇŹ P Š"ĞĞ ĎŮŽŠĎ ŽŐĽĽŮ 40 ĽŤŇ .ĎĽŘŐ ŽĄ A ĽĎŽ .Ă .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ P_1(⟨x⟩) = x Ľ"Š A^n ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤŃ n ŇŠ ĎĽŚŸĚŮŸĄ P_n ĎĽŰŮŘĚŤĎ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ P_n ĽŃ ŊĽĞĽŃĚŐ n ŇŠ ĎĽŰŮĚČŘĽĂĄ .P_{n+1}(x_0, . . . , x_n) = P (P_n(x_0, . . . , x_{n−1}), x_n) -Ě .A ŇŠ A^n ŇŹ Š"ĞĞ A ĽŸĄĽĂ ŇŹ A^∗ ŽĚĽŤĚŚĎ ŽĚŸČŚĎ ŽŰĚĄŮ ŇŠ ĎĽŰŮŘĚŤĎ Q ĽĎŽ .A = N ŸĚĄŠ ĹŤŹŐĎ ŽĂ ĞĽŃĚĎŇ ĽČ .Ą .A ŇŠ A^∗ ŇŹ Š""ĞĞ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ Q .Q(x) = P (n, P_n(x)) + 1 x ĎĽ-n ŇŃŇĚ Q(⟨⟩) = 0 Ľ"Š ĎŘĚŽŘĎ ŸĽČĆĎŇ ĂĽĎ ,ŊĽĽŠĄĹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŠ ŽĚŇĚŠŤĎ ŇŹ ŽĚŘĚŃŽĎ ŇŠ ŸŽĚĽ ĎĄŸĎ ŽŃŐŽŚŐĎ ,ŽŸĞĂ ĎĞŃĚĎ ĂĚĎ p_k-Ź ŔŃĽĎ ,F (x_0, . . . , x_{n−1}) = p^{x0+1}_0 p^{x1+1}_1 . . . p^{xn−1+1}_{n−1} Ľ"Š N ŁĚŽŇ N^∗-Ő F Š"ĞĞ ĎĽŰŮŘĚŤ .k + 1 -Ď ĽŘĚŹĂŸĎ ŸŤŚŐĎ .ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ ŊĽĽŸĄĆŇĂĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŰĚĄŮ .ĹŤŹŐĹŤŹŐ

ĹŤŹŐ .46 ŹĽ p-Ň .ĽĎŹŇŃ n > 0 ĎŇŠŐŐ ŊĽŐŇŹ ŊĽŐČŮŐ ŊŠ p ŊĚŘĽŇĚŤ ŇŹ ŹŸĚŹ ĂĚĎ ĽŸĄĆŇĂ ŸŤŚŐ ŇŃ .ĎĞŃĚĎĎĞŃĚĎ

ĎĞŃĚĎ ŇŹ ŸČŚĎ ĽŤŇ ,ŇŹŐŇ) ĚĎŹŇŃ ĽŽĹĽŹ ŸČŚĄ ŊŽĚĂ ŸČŚŘ .m_p -Ą ŊŸŤŚŐ ŽĂ ŔŐŚŘ ,ŊĽŹŸĚŹ n ŸŽĚĽĎ ŇŃŇ ĎĽŰŮŘĚŤĎ f_p ĽĎŽĚ (ĽŘĚĽŐĽČĎ ĄĽŃŸĎ ĽŤŇ ŸČŚŘ ĽŹŐŐ ĄĽŃŸ ĚŽĚĂ ŊŠ ŊĽŹŸĚŹĎ ŽĂĚ ,ŊĎŇŹ ĽŹŐŐĎ ĄĽŃŸĎ ⟨a, k⟩ ŽĚĆĚĘĎ ŽŰĚĄŮ W ĽĎŽ .ŊĎŇŹ ŸČŚĎ ĽŤŇ p ĽŹŸĚŹ ŽŰĚĄŮ ŇŠ {0, . . . , m_p − 1} ŽĂ ĎŮĽŽŠŐĎ ŔĹŮ ĽŠĄĹ ŸŤŚŐ k -Ě 0 ĚŘĽĂ ŔĚŹĂŸĎ ĎĄĽŃŸŹ ŊĽŐŇŹ ŊĽŸŤŚŐ ŇŹ 1 < ŁŸĚĂĄ ĎŸČĽŚ ĂĽĎ a -Ź ŔŃĽĎ ⟨a, k⟩ ∈ W ŇŃŇŹĚ W ĎŐĚĞŽŹ ĎĽŰŮŘĚŤĎ F ĽĎŽ .a ĂĽĎ ĚĽŐČŮŐ ŽŸČŚŹ ŊĚŘĽŇĚŤĎ ŇŹ ŊĽŹŸĚŹĎ ŸŤŚŐŐ ĂĽĎ F .F (a, k) = f_p(k) ŸŐĚŇŃ ,a ĂĽĎ ĚĽŐČŮŐ ŽŸČĽŚŹ p ŊĚŘĽŇĚŤĎ ŇŹ Ľ-k -Ď ŹŸĚŹĎ ĂĚĎ F (a, k) ŽĚŸČŚĎ ŇŃ ŽŰĚĄŮ ĂĽĎ Z^∗ -Ź ŔŃĽĎ ,W ⊆ Z^∗ × N .ŊĽĽŸĄĆŇĂĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŰĚĄŮ ŇŠ W ŇŹ ĎŮŽŠĎ ĂĽĎ W ŔŃŇĚ ŽĽŤĚŚ ĎŘĽĂ W -Ź ŸĚŸĄ .40-Ě 45 ,37 ĽŤŇ ,ĎĽŘŐ ŽĄ ĂĽĎ Z^∗ × N .ŊĽŐŇŹĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŇŹ ĂĽĎ ĽŃ ŽĽŤĚŚ ĎŘĽĂ ĂĽĎ ŊŇĚĂ ,ĎĽŘŐ ŽĄ ĚĂ ŽĽŤĚŚ ĂĽĎ ŊĽĽŸĄĆŇĂĎ ŊĽŸŤŚŐĎ ŽŰĚĄŮ ’Ď42 ĽŤŇ .ĎĽŘŐ ŽĄ .N ŽĂ ĎŤĽŮŐ