ã"ñá

óéù éîø’â ø"ã 88-376 ,úåéøîåð úåèéù á"ñùú ’à øèñîñ ,’à ãòåî ïçáî

.éöçå íééúòù :ïçáîä ïîæ .(ãééð áùçî àì ìáà) éòãî ñéë áùçîáå øæò øîåç ìëá ùîúùäì øúåî .’á œìçá úåìàùä 4 êåúî 2 ìòå ’à œìçá úåìàùä 6 ìë ìò úåðòì ùé äìàù ìëì úåãåœð 25 ’á œìçá ,äìàù ìëì úåãåœð 8 ’à œìçá :úåìàùä ãåœéð .(6 × 8 + 2 × 25 + 2 (éèîåèåà ñåðåá) = 100 :ãåœéðä ë"äñ) !äáåùú ìë áèéä œîðì ùé

’à œìç

äàååùîì .1 1 √ 1 + x^3 = 3 4 ìù íéáåáéñ äùåìù éãé ìò åà ùøåùì áåøéœ àöî .x = 1.0 ïéáå x = 0.9 ïéá ùøåù ùé .x = 0.9 éúìçúä áåøéœ íò ïåèåéð úèéù ìù ãçà áåáéñ éãé ìò åà íéòèœä úééöç

ùé ïëì f(1.0) ≈ 0.71-å f(0.9) ≈ 0.76 .f(x) = 1/ √ 1 + x^3 áåúëð :íéòèœä úééöç êøã :éðù áåáéñ .0.95-ì 0.9 ïéá ùøåùî ïëì ,f(0.95) ≈ 0.73 :ïåùàø áåáéñ .1.0-å 0.9 ïéá ùøåù ïëà ïéá ùøåùä ïëì .f(0.9125) ≈ 0.754 :éùéìù áåáéñ .0.925-ì 0.9 ïéá ùøåùä ïëì f(0.925) ≈ 0.747 äáåùú) .0.919 êøòá àåä òèœä òöîà ,äæ òèœá øôñî ìë áåøéœë úçœì ïúéð .0.925-å 0.9125 (.(7/9)^{1/3} ≈ 0.9196 úéúéîà àéä ïåèåéð úéñøåœø .f(x) = 1/ √ 1 + x^3 − 3/4 áåúëð :ïåèåéð êøã

x_{n+1} = x_n − f(x_n) f^′(x_n)

= x_n −

1√_{1+x3n} −^3_4 −^{3x2n} 2(1+x^3_n)^{3/2}

(.(7/9)^{1/3} ≈ 0.919641 úéúéîà äáåùú) .x_1 ≈ 0.919658 íéìáœî x_0 = 0.9 çœéð íà

äéöœðåôä úà áùçì äøöœ äðëåú éúáúë .2 . f(x) = 1 − cos x x^2 ,0.602335 äáåùúä úà ìáœî éðà x = 3 × 10^{−10} ìò éìù äðëåúä úà ìéòôî éðà øùàë øáç éôì .0.000000 äáåùúä úà ìáœî éðà x = 2 × 10^{−10} ìò äðëåúä úà ìéòôî éðà øùàë !øáñä .0.5 êøòá úåéäì øåîà f(x) ïèœ x-ì ,éìù cos(x) -ù áåùçé áùçîä ,ïèœ ãåàî x çœéð íà ïëì .1-ì áåøœ cos(x) 0-ì áøåœ x øùàë áùçîä ,ìåãâ øúåé úöœ x-ì .x = 2 × 10^{−10} øùàë äøœù äî äæ .f(x) = 0-ù áùçéå ,1-ì äååù åîë ,ääåáâ úåéäì äìåìò ïééãò cos(x) − 1 ùøôäá úéñçéä úåòèä ìáà ,1-î äðåù cos(x) ïúé .x = 3 × 10^{−10} øùàë íéàåø åðçðàù

äöéøèîä ìù áöîä øôñî úà àöî .3 ( 99 98 100 99 )

.∞ äîøåðáå 1 äîøåðá

ïëìå ,det(A) = 99^−98 × 100 = 1 .A äöéøèîì àøœð

A^{−1} = ( 99 −98 −100 99 )

:ïëìå ||A||_1 = max(199, 197) = 199 ||A^{−1}||_1 = max(199, 197) = 199 ||A||_∞ = max(197, 199) = 199 ||A^{−1}||_∞ = max(197, 199) = 199

κ_1(A) = ||A||_1 · ||A^{−1}||_1 = 199^2 = 39601 κ_∞(A) = ||A||_∞ · ||A^{−1}||_∞ = 199^2 = 39601

úåãåœðä êøã øáåòù 3-î øúåé àì äâøãî íåðéìåô àöî .4 x y 0.0000 1.0000 0.3333 0.9820 0.6667 0.8783 1.0000 0.7071

:íéœìåçî íéùøôä úìáè x y 0.0000 1.0000 0.3333 0.9820 −0.05401 0.6667 0.8783 −0.3110 −0.3855 1.0000 0.7071 −0.5137 −0.3040 0.0815

:äáåùúä

1 − 0.05401x − 0.3855x(x − 0.3333) + 0.0815x(x − 0.3333)(x − 0.6667)

òèœä ìò 1 ìœùîì ñçéá íééìðåâåúøåà íä x^2 − 2x + γ ,x − 1 ,1 íéîåðéìåôäù êë γ àöî .5 .[0, 2]

∫_2 0 (x^2 − 2x + γ) · 1 dx = [ x^3 3 − x^2 + γx

]_2 0 = 8 3 − 4 + 2γ = 2γ − 4 3 .íééèîåèåà íä úåéìðåâåúøåàä éñçé øàù .γ =^2_3 øåçáì ùé 0 äéäé äæù éãë

ìøâèðàì áåøéœ àöî .6 ∫_1 0 dx √ 1 + x^3

.h =^1_4 áçåø éìòá íéòèœ 4 íò ïåñôîñ ììë éãé ìò

∫_1 0 dx √ 1 + x^3 ≈ 0.25 3 ( 1 √ 1 + 4 √ 1 + 0.25^3 + 2 √ 1 + 0.5^3 + 4 √ 1 + 0.75^3 + 1 √ 2 ) ≈ 0.9097

’á œìç

:úåàáä úåãåœôä úà Scilab åà Matlab-á áúåë éðà íà .à .7

A = [ 99 100 ; 98 99 ]
b1 = [ 1 ; 1 ]
b2 = [ 1.01 ; 1 ]
b3 = [ 1 ; 1.01 ]
b4 = [ 1.01 ; 1.01 ]
A\b1
A\b2
A\b3
A\b4 úåáåùúä úà ìáœî éðà úåðåøçàä úåãåœô 4-ì éæà ( −1.0000 1.0000 ) , ( −0.0100 0.0200 ) , ( −2.0000 1.9900 ) , ( −1.0100 1.0100 )

ìù áöîä øôñî ìò äìà úåàöåúî âéùäì ïúéð äî .(ïéîéì ìåàîùî àåä øãñä ïàë) .∞ äîøåðá åà 1 äîøåðá åà ãåáòì ïúéð ïàë ?A äöéøèîä íéáùçî íä ,Ax = b úëøòîä úà íéøúåô Scilab åà Matlab øùàëù äúéëá åðãîì .á ë"çàå Ly = b úåëøòîä úà íéøúåô æàå ,(êéøö íà pivoting íò) A-ì LU œåøéô úåðòì ïúéð ?úåòè ñðëéúù äðëñ ùé äæ êéìäú ìù (íéáìù åà) áìù äæéàá .Ux = y .à óéòñá äöéøèîä àéä A-ù äøœîá ïåéò éãé ìò åæ äìàù ìò

-èœ íìåë b_1, b_2, b_3, b_4 ïéá íééåðéùä .(ïéîéì ìåàîùî) v_1, v_2, v_3, v_4 úåàöåúä 4-ì àøœð .à øôñîù ãéî øîåì ïúéðù êë ,v_1, v_2, v_3, v_4 ïéá íéìåãâ íééåðéù ùéù íéàåø ìáà ,íéð ù åðì ùé i, j ìëì .äåáâ àåä áöîð ||v_i − v_j || ||v_i|| ≤ κ(A) ||b_i − b_j || ||b_i|| -ù åðì ùé ïëìå ,||b_i|| ≈ 1 ,||b_i − b_j || = 0.01 éæà ∞ äîøåðá ãåáòð íà

κ(A) ≥ 100 ||v_i − v_j || ||v_i|| ,||v_i − v_j || ≈ 2 éæà .j = 3 ,i = 2 çœéð íà äæ ïåéååéù-éàî íåîéñœîä úà âéùðù øåøá 4-ì íéáåùéç íéùåò íò ìåãâë áùçð éàãåå äæ .κ(A) ≥ 10^4 íéìáœî ïëìå ,||v_i|| = 0.02 .œåéã úåøôñ 5 åà íéôéñåîå ,äðåùàø äøåù íéøéàùî LU œåøéô íéùåò øùàë .ãòö-ãòö êéúäúä ìò øåáòð .á íéìáœî .äðåùàø äøåù ìåôë −^{98}_{99} äéðù äøåùì ( 99 100 0 99 −^{98}_{99} 100 )

áùçîä äæä áìùá ìáà .^1_{99} àåä ïåøçàä áéëøäù úåàøì œéåãî áåùéç úåùòì ìœ éúù ìù œåéã ïãáåà ùé ïëìå .100 ìù ìãåâ øãñá íéîåã íéøôñî éðù ïéá øåñéç äùåò .ãçà áéëøá œø äæ ë"äñ ìáà .áåùéçä ìù äæ áìùá úåøôñ ìù åðàöî :íéàáä íéáìùì íéëéùîî L = ( 1 0 98 99 1 ) U = ( 99 100 0^1_{99} )

øîåìë ,Ly = b ìù ïåøúôä úà çúðð ( 1 0 98 99 1 ) ( y_1 y_2 ) = ( b_1 b_2 ) äæ íéáåøœ b_1, b_2 íà .y_2 = b_2 −^{98}_{99} b_1 åéùëòå .œåéã ïãáåà ïàë ïéà ,y_1 = b_1-ù íéàöåî

êéøö .œåéã ïãáåà ïëìå ,íéîåã íéøôñî éðù ìù øåñéç ïàë äéäé ,(!à óéòñá åîë) äæì

.y-á ãçà áéëø ìò òéôùî œø äæ ,áåù ìáà ,ãéâäì

,U-á^1_{99} áéëøäå y_2-á ùåîéù ùøåã äæå ,x_2 úà íéàöåî íãåœ,Ux = y íéøúåô øùàë

.x_1 úà àåöîì 100 é"ò ìôëåäù ,x_2-á íéùîúùî ë"çàå !úåòè ùéù åðéàø íäéðùáù

.åìãâåé úåéåòèä äæ áìùá

áìùá íéìãâå íéðåùàøä íéáìùá ñðëäì íéìåëéù úåéåòè ììâá œåéã ïãáåà :íåëéñ

.(Ux = y ïåøúô) ïåøçàä

ìøâèðàì I_2, I_4, I_6 íéáåøéœ àöî .à .8

∫_1 0 dx √ 1 + x^3

.íàúäá íéãòö 2, 4, 6 íò æôøèä ììë éãé ìò

?(I_{24} àøœðù) øúåé œéåãî áåøéœ ìáœì I_4-å I_2 íéáåøéœä úà úéøàðéì óøöì ïúéð êéà .á

?(I_{46} àøœðù) øúåé œéåãî áåøéœ ìáœì I_6-å I_4 íéáåøéœä úà úéøàðéì óøöì ïúéð êéà .â

ìåëé äúà íàä .0.90960426 àéä ,œåéã úåøôñ 8-ì ,ìøâèðàì úœééåãîä äáåùúä .ã

?úáùçù íéáåøéœä øàùî øúåé çìöåî áåøéœ àåä^1_8 (9I_{46} − I_{24}) äîì øéáñäì .à I_2 = 0.5 2 ( 1 √ 1 + 2 √ 1 + 0.5^3 + 1 √ 2 ) ≈ 0.89818122

I_4 =

0.25 2 ( 1 √ 1 + 2 √ 1 + 0.25^3 + 2 √ 1 + 0.5^3 + 2 √ 1 + 0.75^3 + 1 √ 2 ) ≈ 0.90681704

I_6 = 1/6 2 ( 1 √ 1 + 2 √ 1 + (1/6)^3 + 2 √ 1 + (1/3)^3 + 2 √ 1 + (1/2)^3 + 2 √ 1 + (2/3)^3 + 2 √ 1 + (5/6)^3 + 1 √ 2 ) ≈ 0.90837167

4 éìåà) œåéã úåøôñ 3-î øúåéì äìà úåáåùú úúì äœãöä ïéà éììë ïôåàá :äøòä

ãåáòð ,úåøôñ 8-ì úœééåãî äáåùú äòéôåî äìàùä êùîäáå úåéä ìáà .(I_6 ìù äøœîá

.äæ œåéãá úåéáœòá

úà ãéøåî íéãòöä øôñî 2 éô) ϵ/4 êøòá àéä I_4-á úåòèä éæà ,ϵ àéä I_2-á úåòèä íà .á

,øîåìë .(2^2 = 4 ìù íøåâ éãé ìò úåòèä

I_2 = I + ϵ

I_4 ≈ I + ϵ 4 ⇒ 4I_4 − I_2 ≈ 3I øçáð ïëì I_{24} =

4I_4 − I_2 3 ≈ 0.90969565

(.6 äìàùá åîë) íéãòöä øôñî 1.5 éô) ϵ/(1.5)^2 êøòá àéä I_6-á úåòèä éæà ,ϵ àéä I_4-á úåòèä íà .â ,øîåìë .((1.5)^2 = 2.25 ìù íøåâ éãé ìò úåòèä úà ãéøåî

I_4 = I + ϵ

I_6 ≈ I + ϵ 2.25

⇒ 2.25I_6 − I_4 ≈ 1.25I

øçáð ïëì I_{46} =

2.25I_6 − I_4

1.25

≈ 0.90961537

.ã 9I_{46} − I_{24} 9 ≈ 0.90960534

éøçà ,Romberg úèéùá .I_{24}-á 9139-å I_{46}-á 1111 úåéåòèì ñçéá 108 àéä äæá úåòèä .øúåé ãåò øôùì êéìäúä ìò íéøæåç ,œåéãä úà øôùì úéøàéðéì úåàöåúä úà íéôøöîù êøòá àéä I_{24}-á úåòèä .I_{46}-å I_{24} úåàöåúä úà óøöì êøã ùéù çéðäì øéáñ ïàë ïë åîë .áåè çéìöî òöåîä óåøéöä ïëì I_{46}-á úåòèä 8.2 éô

íéðåúðì áåè éëä áåøéœä àåäù øùéä åœä úà àöî .à .9

x_i 1.0 2.2 3.0 3.8 4.2 y_i 0.7 1.2 1.8 2.3 2.3

3-ì 1 ìœùî úúì ùéù àìà ,íééøòæî íéòåáéø ìù ïáåîá áåøéœä úà áùçì ùé ïàë .((3.8, 2.3), (4.2, 2.3) úåãåœðä) úåðåøçàä úåãåœðä 2-ì^1_2 ìœùîå úåðåùàøä úåãåœðä äãåœð íò^1_2 ìœùî íäì ùéù (3.8, 2.3), (4.2, 2.3) úåãåœðä 2 úà íéøéîî .à óéòñá íà .á ?åœä åúåà íéìáœî íàä ,1 ìœùî íò (4.0, 2.3) úçà íò úåãåœð éúù øéîäì íééøòæî íéòåáéø ìù úåéòáá éììë êøã òéöäì ìåëé äúà íàä .â ? 1 ìœùî íò úçà íò^1_2 ìœùî

íéøúåô a, b øùàë y = ax + b àåä åœä .à ( ∑ w_ix^2_i ∑ w_ix_i ∑ w_ix_i ∑ w_i ) ( a b ) = ( ∑ w_ix_iy_i ∑ w_iy_i )

⇒ ( 30.88 10.2 10.2 4.0 ) ( a b ) = ( 17.94 6.0 )

⇒ ( a b ) = 1 19.48 ( 4.0 −10.2 −10.2 30.88 ) ( 17.94 6.0 ) ≈ ( 0.542 0.118 )

-å úåéä) 0.04-á ãøåé ∑ w_ix^2_i -ùî õåç øáã åúåà œåéãá íä íéîåëñä ìë äçñåðá .á ïëìå .(^1_2 (3.8^2 + 4.2^2) − 4.0^2 = 0.04 ( 30.84 10.2 10.2 4.0 ) ( a b ) = ( 17.94 6.0 )

⇒ ( a b ) = 1 19.32 ( 4.0 −10.2 −10.2 30.84 ) ( 17.94 6.0 ) ≈ ( 0.547 0.106 )

!äðúùä åœä íéîãœîì äçñåðäî ."àì" àéä äáåùúä úøçà úéåæî ,"ïë" àéä äáåùúä úçà úéåæî .â øîåà äúàå ,úçàî õåç úåãåœðä ìë òãåé éðà íàù òáåð íééøòæî íéòåáéø ìù åœä ìù äæ åœ àöéù êë äðåøçàä äãåœðä úà øåçáì ìåëé éðà ,åœä ìù íéîãœîä íä äî éì íéòåáéø ìù åœä òåãéå ,úåãåœð óñåà íò íéìéçúî íà ïëì .(íéðúùî 2-á úåàååùî 2) äãåœð àåöîì íéùœáîå ,(íäù ìë úåìœùî íò) úåãåœð 2 "íéœçåî" åéùëòå ,íééøòæî äãåœðä ìáà .äæ úà úåùòì ïúéð ,äðúùé àì åœäù êë (àåäù ìë ìœùî íò) úøçà êøã àåöîì ïéà !åœçîðù äìà œø àì ,éøåœîä óñåàá úåãåœðä ìë ìò äééåìú äùãçä .úåãåœðä øàùì úåñçééúä éìá ,äùãç äãåœðá úåãåœð 2 øéîäì

äéöœðåôä ìà øúåéá áåèä áåøéœä àåäù p(x) = ax^2 + bx + c äìåáøôä úà àöî .à .10 -ù ïáåîá ,[−1, 1] òèœä ìò f(x) = 1 − x^4 ∫_1 −1 (f(x) − p(x))^2 dx .éìîéðéî àåä äéöœðåôä ìà øúåéá áåèä áåøéœä àåäù p(x) = ax^2 + bx + c äìåáøôä úà àöî .á -ù ïáåîá ,[−1, 1] òèœä ìò f(x) = 1 − x^4 ∫_1 −1 (f(x) − p(x))^2 √ 1 − x^2 dx á’öéá’ö éîåðéìåô ìù éøàðéì óåøéöë f(x) áåúë :íéìøâèðàä áåùéçì æîø .éìîéðéî àåä .T_4(x)-å ,T_2(x) ,T_0(x)

ïëìå ,P_4(x) =^{35}_8 x^4 −^{15}_4 x^2 +^3_8 ,P_2(x) =^3_2 x^2 −^1_2 ,P_0(x) = 1 :äøéäî äèéù .à

f(x) = 1 − x^4 = − 8 35 P_4(x) − 4 7 P_2(x) + 4 5 P_0(x)

àåä áåè éëä áåøéœä ïëìå p(x) = − 4 7 P_2(x) + 4 5 P_0(x) = 38 35 − 6 7 x^2

,p(x) = a_0P_0(x)+a_1P_1(x)+a_2P_2(x) :øãð’æì éîåðéìåô é"ò áåøéœì úéèøãðèñä äèéùä

a_i =

∫_1 −1 f(x)P_i(x)dx ∫_1 −1(P_i(x))^2dx = 2i + 1 2 ∫_1 −1 f(x)P_i(x)dx

a_0 = 1 2 ∫_1 −1 (1 − x^4)dx = 4 5 a_1 = 3 2 ∫_1 −1 (1 − x^4)xdx = 0

a_2 = 5 2 ∫_1 −1 (1 − x^4) ( 3 2 x^2 − 1 2 ) dx = − 4 7 ïëìå ,T_4(x) = 8x^4 − 8x^2 + 1 ,T_2(x) = 2x^2 − 1 ,T_0(x) = 1 :äøéäî äèéù .á

f(x) = 1 − x^4 = − 1 8 T_4(x) − 1 2 T_2(x) + 5 8 T_0(x)

àåä áåè éëä áåøéœä ïëìå p(x) = − 1 2 T_2(x) + 5 8 T_0(x) = 9 8 − x^2 p(x) = a_0T_0(x) + a_1T_1(x) + :á’öéá’ö éîåðéìåô éãé ìò áåøéœì úéèøãðèñä äèéùä ,a_2T_2(x)

a_i =

∫_1 −1 f(x)T_i(x) √ 1−x^2 dx ∫_1 −1 (T_i(x))^2 √ 1−x^2 dx ïëìå .úøçà π/2-å i = 0 øùàá π àåä äðëîä

a_0 = 1 π ∫_1 −1 f(x)T_0(x) √ 1 − x^2 dx , a_1 = 2 π ∫_1 −1 f(x)T_1(x) √ 1 − x^2 dx , a_2 = 2 π ∫_1 −1 f(x)T_2(x) √ 1 − x^2 dx äáøä ìáà ,(äéøèîéñ éãé ìò a_1 = 0) úåáöä éãé ìò íéìøâèðàä úà äáùçì ïúéð ñçéá ùîúùäìå f(x) íåœîá −^1_8 T_4(x) −^1_2 T_2(x) +^5_8 T_0(x) áéöäì èåùô ìë øúåé úåéìðåâåúøåàä ∫_1 −1 T_i(x)T_j (x) √ 1 − x^2 dx = 0 i ≠ j .a_2 = −1/2 ,a_0 = 5/8 ìáœì