ã"ñá

êáöøî .ôåøô 88-262, úéììë úåøáúñä âøåáðèñøåô .ôåøô à"ñùú ,’à øèñîñ ,’à ãòåî óéù .øã

.íééúòù :ïçáîä ïîæ .ñéë áùçîá ùîúùäì øúåî .øæò øîåçá ùîúùäì øåñà .äååù úåìàùä ìë ãåœéð .úåìàùä 10 êåúî 8 ìò úåðòì ùé !äáåùú ìë áèéä œîðì ùé

.ρ(X, X +Y ) úà áùç ,1 úåðåùå 0 úìçåú íò íééåìú-éúìá íééøœî íéðúùî X, Y íà .à .1 .ρ(X, Y ) úà áùç ,Y = 3X + 7 éãé ìò íéøåùœä íééøœî íéðúùî X, Y íà .á

íâ .Var(X +Y ) = Var(X)+Var(Y ) = 2 ïëì ,íééåìú-éúìá X, Y -å ,Var(X) = 1 ïåúð .à ,E[X] = E[Y ] = 0-ù åðì ïåúð) cov(X, X +Y ) = E[X(X +Y )]−E[X]E[X +Y ] = 1 ïëìå .(E[X^2] = Var(X) + (E[X])^2 = 1-å ,E[XY ] = 0 íâ ïëìå íééåìú éúìá X, Y ρ(X, X + Y ) = cov(X, X + Y ) √ Var(X)Var(X + Y ) = 1 √ 2 .

:äçëåä .ρ(X, Y ) = 1 éæà ,a > 0 øùàë Y = aX + b íà éììë ïôåàá .á

cov(X, aX + b) = E[X(aX + b)] − E[X]E[aX + b] = (aE[X^2] + bE[X]) − ( a(E[X])^2 + bE[X] ) = aVar(X) ïëì ρ(X, Y ) = cov(X, aX + b) √ Var(X)Var(aX + b) = aVar(X) √ Var(X) · a^2Var(X) = 1

.úéøèîåàâä úåâìôúää ìù úåðåùä úàå úìçåúä úà áùç .2

úåéåøáúñäá r = 1, 2, . . . íéëøòä úà ìáœî X éøœîä äðúùî úéøèîåàâä úåâìôúäá ïëáå .q = 1 − p ïîñð .P(X = r) = (1 − p)^{r−1}p

E[X] = ∞∑ r=1 rP(X = r) = ∞∑ r=1 prq^{r−1} = p d dq (_∞ ∑ r=0 q^r ) = p d dq ( 1 1 − q ) = p 1 (1 − q)^2 = 1 p -ù áì íéùð ,úåðåùä úà áùçì éãë

E[X(X + 1)] = ∞∑ r=1 r(r + 1)P(X = r) = ∞∑ r=1 pr(r + 1)q^{r−1} = p d^2 dq^2 (_∞ ∑ r=−1 q^{r+1} )

= p d^2 dq^2 ( 1 1 − q ) = p 2 (1 − q)^3 = 2 p^2

ïëìå

Var(X) = E[X^2] − (E[X])^2 = E[X(X + 1)] − E[X] − (E[X])^2 = 2 p^2 − 1 p − 1 p^2 = 1 − p p^2 äî .(äøæçä éìá) éøœî ïôåàá íéœúô 4 íéàéöåî .20 ãò 1-î íéøôñåîî íéœúô 20 àñôåœá .3 øôñîäù úåøáúñää äî ? 15-î ìåãâ äéäé àì àöåäù øúåéá ìåãâä øôñîäù úåøáúñää ? 15 œåéãá äéäé àöåäù øúåéá ìåãâä

êåúî íéöôç 4 øåçáì íéëøãä øôñî , ( 20 4 ) àåä 20 êåúî íéöôç 4 øåçáì íéëøãä øôñî

àåä 15-î ìåãâ äéäé àì àöåäù ìåãâä øôñîäù úåøáúñää ïëìå , ( 15 4 ) àåä 15 ( 15 4 ) ( 20 4 ) = 15 · 14 · 13 · 12 20 · 19 · 18 · 17

≈ 0.282

íéëøãä øôñî àåä 15 øôñåîî íäéðéá ìåãâäù êë íéœúôä úà àéöåäì íéëøãä øôñî úåøáúñää ïëìå .(15-ì úçúî íéøôñî íò äìà) 14 êåúî (íéœúôä øàù) íéöôç 3 øåçáì àéä êëì ( 14 3 ) ( 20 4 ) = (14 · 13 · 12)/3!

(20 · 19 · 18 · 17)/4!

≈ 0.075 áåøéœá áùç .íéîòô 900 òáèîä úà íéìéèî .^1_3 àåä "ùàø" ìáœì úåøáúñää íéåñî òáèîì .4

.úåìèää 900-á "ùàø" àöéù íéîòôä øôñî àåä X øùàë , P(290 ≤ X ≤ 310) úà

ïœú úééèñå 900 ·^1_3 = 200 úìçåú ùé åæ úåâìôúäì .B(900,^1_3 ) âìôúî íéùàøä øôñî

ìåáâä èôùî ìù ãçåéî äøœî) De Moivre-Laplace èôùî éãé ìò .900 ·^1_3 · (1 −^1_3 ) = 10 √ 2 úåâìôúäá .μ = 300, σ = 10 √ 2 íò úéìîøåðä úåâìôúä éãé ìò áåøéœ úåùòì ïúéð (éæëøîä

åðì ùé åæ

P(290 ≤ X ≤ 310) = P ( 290 − 300 10 √ 2 ≤ X − 300 10 √ 2 ≤ 310 − 300 10 √ 2 )

= P ( − 1 √ 2 ≤ Z ≤ 1 √ 2 )

= Φ ( 1 √ 2 ) − Φ ( − 1 √ 2 )

= Φ ( 1 √ 2 ) − ( 1 − Φ ( 1 √ 2 ))

≈ 2Φ(0.71) − 1

≈ 2 × 0.76 − 1

= 0.52

.P(289^1_2 < X < 310^1_2 ) íéáùçî úéìîøåðä úåâìôúäá ,(éàãë) úåôéöø ïåœéú åùòù äìàì

.0.54-ì äðúùî úåôéñä äáåùúä .^{1.05√}_2 ≈ 0.74 òéôåî åéùëò äìòîì^{1√}_2 äéäù äôéà

:ïìäìãë âìôúî ãéãá éøœî äðúùî .5

r 1 2 3 4 P(X = r)^1_8^1_4^1_2^1_8

.X ìù úåðåùä úàå úìçåúä úà àöî

E[X] = ∑ r rP(X = r) = 1 · 1 8 + 2 · 1 4 + 3 · 1 2 + 4 · 1 8 = 21 8

E[X^2] = ∑ r r^2P(X = r) = 1^2 · 1 8 + 2^2 · 1 4 + 3^2 · 1 2 + 4^2 · 1 8 = 61 8 Var(X) = E[X^2] − (E[X])^2 = 61 8 − 441 64 = 47 64 ≈ 0.734

:ïåëð àì åà ïåëð .6 .íééåìú-éúìá A^c, B^c éæà íééåìú-éúìá A, B íà .à ,P(A ∩ B) = P(A)P(B) -ù êë A, B, C úåòøåàî äùåìù íéðåúð íà .á ,P(C ∩ A) = P(C)P(A) -å ,P(B ∩ C) = P(B)P(C) .P(A ∩ B ∩ C) = P(A)P(B)P(C) éæà ,P(A|B) = P (A) -å ,P(A), P(B) > 0 íò úåòøåàî éðù A, B íà .â .P(B|A) = P(B) éæà !äáåùú ìë œîð

éðù ïéá úåìú ùé ,êåôä ïëå ,åìù íéìùîä úà úéòîùî-ãç òáåœ òøåàîå úåéä .ïåëð .à .íäìù íéîéìùîä ïéá úåìú ùé íà œøå íà úåòøåàî A, B úåòøåàî éúù ìëì ,úåàçñåð íéôéãòîù äìàì

P(A^c ∩ B^c) = 1 − P(A ∪ B) = 1 − P(A) − P(B) + P(A ∩ B) = (1 − P(A))(1 − P(B)) + (P(A ∩ B) − P(A)P(B))

ïëìå P(A^c ∩ B^c) − P(A^c)P(B^c) = P(A ∩ B) − P(A)P(B)

.(ú"á A^c, B^c) ñôà ìåàîù ãö íà œøå íà (ú"á A, B) ñôà ïéîé ãö .P({a}) = P({b}) = P({c}) = P({d}) =^1_4 ,Ω = {a, b, c, d} çœð :àîâåãì .ïåëð àì .á ,P(A) = P(B) = P(C) =^1_2 åðì ùé .C = {a, d} ,B = {a, c} ,A = {a, b} çœð ìáà ,úåîééœ úåçðää ïëì ,P(A ∩ B) = P(B ∩ C) = P(C ∩ A) =^1_4 P(A ∩ B ∩ C) = 1 4 ≠ 1 8 = P(A)P(B)P(C) . ,P(A|B) = P(A) íéàðúä äùåìù ,ñôà àì úåéåøáúñä íò A, B úåòøåàî éðùì .ïåëð .â úåìúä-éúìá úà íéòéáîå ,íéìåœù íä P(A ∩ B) = P(A)P(B) ,P(B|A) = P(B) .úåòøåàîä éðù ìù úåôéôöä úåéöœðåô éúù ìù íéôøâä ïéá äååùä .7

f_1(x) = 1 0 < x < 1 f_2(x) = 6x(1 − x) 0 < x < 1

úåéåðåùä úà áùç ?øúåé äëåîð úåðåù äéäú úåøåùœä úåéåâìôúää éúùî äæéàì ,êúòã éôì .úåéåâìôúää éúùá

æëåøî øúåé f_2(x)-å ,áçø øúåé f_1(x)-å úåéä .äèîì úåòéôåî úåéöœðåôä éúù ìù íéôøâä äðåùàøä úåâìôúää .äééðùä úåâìôúäá øúåé äëåîð äéäú úåðåùä äàøðë ,x =^1_2 -ì áéáñî úåâìôúäì .^1_{12} àéä úåðåùä úåàçñåðä óãî .[a, b] = [0, 1] òèœä ìò äãéçà úåâìôúä àéä äééðùä

E[X] = ∫_∞ −∞ xf(x) dx = ∫_1 0 x · 6x(1 − x) dx = 6 [ x^3 3 − x^4 4 ]_1 0 = 6 ( 1 3 − 1 4 ) = 1 2

E[X^2] = ∫_∞ −∞ x^2f(x) dx = ∫_1 0 x^2 · 6x(1 − x) dx = 6 [ x^4 4 − x^5 5 ]_1 0 = 6 ( 1 4 − 1 5 ) = 3 10 äééðùä úåâìôúäá úåðåùäù ïëà íéàåø .Var(X) = E[X^2] − (E[X])^2 =^3_{10} −^1_4 =^1_{20} ïëìå .øúåé äëåîð œåéãáá êîåú áùåú ìë .C, D íéðåúò éðùå A, B úåéèéìåô úåâìôî éúù ùé úîééåñî õøàá .8 íéàøåœ 56% äéñåìëàä ììëîù äìåò øœñ êåúî .ãçà ïåúéò œåéãá àøåœå ,úçà äâìôî .C ïåúéò íéàøåœ 30% B äâìôî éëîåúîå ,C ïåúéò íéàøåœ 80% A äâìôî éëîåúî ,C ïåúéò ?íéëîåú øúåé ùé äâìôî äæéàì ,äìà íéøôñî éôì

,B = A^c-å úåéä ,úììåëä úåøáúñää œåç éôì

P(C) = P(C|A)P(A) + P(C|B)P(B) ⇔ 0.56 = 0.8P(A) + 0.3(1 − P(A)) = 0.3 + 0.5P(A)

.A äâìôîì íéëîåú øúåé ùé ,øîåìë ,P(A) = 0.52 ïëìå äîì (úåàçñåð éìá ,íéìéîá) úéøåèðéáîåœ äðéçáî ,øáñä .9 . ( n + 1 m ) = ( n m ) + ( n m − 1 )

éæà ,íééåìú-éúìá Y, X-å Y ∼ B(1, p)-å X ∼ B(n, p) íàù çéëåäì åæ äãáåòá ùîúùä .X + Y ∼ B(n + 1, p) ìë íãåœ åðçðà íà .n + 1 êåúî íéèœééáåà m øåçáì íéëøãä øôñî àåä ( n + 1 m )

àìù åà :m-ä úà øåçáì íéëøã éðù ùéù øáúñî ,íéèœééáåàä )n + 1(-î ãçà íéàéöåî ïúéð äæ ,íéøçàä n êåúî íéèœééáåàä m ìë øåçáì ùé ïë íàå) àöåäù èœééáåàä úà øçáð

m − 1 œø øåçáì ùé ïë íàå) àöåäù èœééáåàä úà øçáð ïëù åà ,(íéëøã ( n m ) -á úåùòì

ïëìå .(íéëøã ( n m − 1 ) -á úåùòì ïúéð äæ ,n-ä êåúî íéèœééáåà

. ( n + 1 m ) = ( n m ) + ( n m − 1 )

úåéåøáúñäá 0, 1, . . . , r íéëøò ìáœî X ,B(n, p) âìôúî X íà

P(X = r) = ( n r ) p^r(1 − p)^{n−r} . .p úåøáúñäá 1 êøòäå ,(1 − p) úåøáúñäá 0 êøòä úà ìáœî Y ,B(1, p) âìôúî Y íà ïëìå .íééåìú-éúìá X, Y -ù ïåúð

P(X +Y = 0) = P(X = Y = 0) = P(X = 0)P(Y = 0) = (1−p)^n ·(1−p) = (1−p)^{n+1}

P(X + Y = n + 1) = P(X = n, Y = 1) = P(X = n)P(Y = 1) = p^n · p = p^{n+1}

:n-ì 1 ïéá r ìëìå

P(X + Y = r) = P(X = r)P(Y = 0) + P(X = r − 1)P(Y = 1) = ( n r ) p^r(1 − p)^{n−r} · (1 − p) + ( n r − 1 ) p^{r−1}(1 − p)^{n−r+1} · p = ( n + 1 r ) p^r(1 − p)^{n+1−r} X+Y ïëàù íéàåø åðçðà .äìòîìî íééîåðéá íéîãœî ìù úåäæá åðùîúùä äðåøçàä äøåùá .B(n + 1, p) âìôúî

A, B, C úåòøåàî 3 ìëìù çëåä .10 P(A∪B ∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(A∩B)−P(A∩C)−P(B ∩C)+P(A∩B∩C) .

.P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B) ,A, B úåòøåàî éðùì äîåãä èôùîá ùîúùð P(A ∪ B ∪ C) = P(A ∪ (B ∪ C)) = P(A) + P(B ∪ C) − P(A ∩ (B ∪ C)) = P(A) + P(B) + P(C) − P(B ∩ C) − P((A ∩ B) ∪ (A ∩ C)) = P(A) + P(B) + P(C) − P(B ∩ C)

− (P(A ∩ B) + P(A ∩ C) − P((A ∩ B) ∩ (A ∩ C))) = P(A) + P(B) + P(C) − P(A ∩ B) − P(A ∩ C) − P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C) .

,úåòøåàî 2-ì èôùîá äéðù äøåùá ,∪ ìù úåéáéèàéöåñàá äðåùàøä äøåùá ïàë åðùîúùä èôùîá áåù úéòéáøä äøåùá ,âåìéôä œåçá íâå úåòøåàî 2-ì èôùîá áåù úéäéìùä äøåùá .A ∩ A = A-ù äæáå ,∩ ìù úåéáéèàéöåñàá äðåøçàä äøåùáå ,úåòøåàî éðùì