רעיונות לפתרון 

מבחן באלגוריתמים דינמיים  89-526

מועד א' תשס"ט

מרצה: ליעם רודיטי

שאלה 1 (25 נקודות)
נתון גרף לא מכוון חסר מעגלים בעל n קודקודים. מפעם לפעם נמחקות קשתות מהגרף.

הצג מבנה נתונים המקבל שני קודקודים של הגרף ומחזיר אמת במידה והם באותו רכיב קשירות ושקר אם לא. 

השאילתה תענה בזמן קבוע כלומר O(1). 

מהו זמן העדכון הכולל של מבנה הנתונים שלך. (כלומר זמן התחזוקה המושקע במבנה מרגע שנמחקה הקשת הראשונה עד לאחר מחיקת הקשת האחרונה).

תשובה

תחזק מערך עבור הקודקודים. בכל עבור קודקוד i בתא A[i] יהיה רשום מה הרכיב שמכיל אותו. כאשר נמחקת קשת מתחילים לסרוק את הגרף בו זמנית משני קצוות הקשת. הצד שבו הסריקה נגמרת קודם הוא הקטן יותר ולכן נעדכן את המערך רק עבור קודקודים אלו. סך הכל נבצע nlogn עבודה. 
שאלה 2 (25 נקודות)
נתון גרף לא מכוון בעל n קודקודים. הגרף בנוי מ-ℓ רכיבי קשירות  ℓ C1,…,C. הרכיבים סטטיים כלומר קשת אשר שני קצותיה באותו הרכיב לא תמחק וכן לא תוסף קשת ששני קצותיה באותו הרכיב. קשתות בין שני רכיבים יכולות להימחק מהגרף ולהיווסף לגרף. הצג מבנה נתונים המקבל שני קודקודים של הגרף ומחזיר אמת במידה וקיים בניהם מסלול ושקר אם לא. מה זמן העדכון של האלגוריתם שלך כפונקציה של n ו- ℓ.
תשובה

כווץ את ℓ C1,…,Cלקודקודים והפעל אלג sparsification  על גרף זה. תחזק בין כל שני רכיבים את מספר הקשתות שבינהם וברגע שזה יורד ל-0 אז מחק קשת מהגרף המכווץ. 
שאלה 3 (25 נקודות)
סעיף א (12.5 נקודות)

נתון גרף G(V,E)  מכוון. הגרף מתעדכן מפעם לפעם על ידי עדכון מסוג הוספה בו מוכנסת קבוצת קשתות לגרף שכולן נוגעות בקודקוד משותף ועל ידי עדכון מסוג מחיקה בו קבוצת קשתות כלשהי נמחקת מהגרף. ידוע בנוסף כי עדכוני ההוספה תמיד מתבצעים סביב קודקודים הבאים מקבוצת קודקודים מיוחדת שגודלה  ℓ. 

הצג מבנה נתונים המאפשר שאילתות נגישות  בזמן O(ℓ). 

עדכון הוספה O(m) במקרה הגרוע ביותר

ועדכון מחיקה O(mℓ)  במקרה הגרוע ביותר.  
תשובה

האלג הטריואלי לפתרון הבעיה 

סעיף ב (12.5 נקודות)

הנח כעת כי אותה קבוצת קודקודים מיוחדת בגודל ℓ מורכבת בכל שלב מ-  r רכיבי קשירות חזקה שאינם מתפרקים כתוצאה מהמחיקות. האם ניתן לשפר את זמני הריצה של הסעיף הקודם ואם כן למה וכיצד? 

תשובה

כנל רק שכעת במקום ℓ יש רק r רכיבים. 
שאלה 4 (25 נקודות)
סעיף א (12.5 נקודות)
נתון גרף G(V,E)  מכוון קשיר חזק. הראה כי קיים תת גרף ל-G (כלומר גרף על אותה קבוצת קודקודים  Vוקבוצה חלקית של הקשתות E)  אשר גם הוא קשיר חזק ובו רק cn קשתות כאשר c הוא קבוע כלשהו. 
תשובה
בחר קודקוד כלשהו ובנה עץ אחד של כל הקודקודים שמגיעים אליו ועץ אחד של כל הקודקודים שנגישים ממנו. 
סעיף ב (12.5 נקודות)
נתון גרף מכוון בעל n קודקודים ו-m קשתות שבו גודל רכיב הקשירות החזקה המקסימלי הוא n½ . מפעם לפעם נמחקות קשתות מהגרף. 

הצג מבנה נתונים המקבל שני קודקודים של הגרף ומחזיר אמת במידה והם באותו רכיב קשירות חזקה ושקר אם לא. 
השאילתה תענה בזמן קבוע כלומר O(1). 

מהו זמן העדכון הכולל של מבנה הנתונים שלך. (כלומר זמן התחזוקה המושקע במבנה מרגע שנמחקה הקשת הראשונה עד לאחר מחיקת הקשת האחרונה).

תשובה

בכל מחיקה אפשר לבדוק אם רכיב התפרק בזמן n ונקבל סך הכל זמן ריצה של mn. באמצעות אלג שראינו בשיעור האחרון אפשר mn½ . ניקוד מלא ניתן לפתרון של mn.
