
 6הרצאה 

 14/11/2002                                                                                                    8 מתוך 1עמוד 
 צ" אחה4:40

 

         נוסחאות נסיגה                                                   

 
 

 ?י אבני דומינו"  עn×2 בכמה דרכים ניתן לכסות לוח בגודל  :דוגמא

-נסמן את מספר הדרכים ב
na  

  :  קטניםnנחשב תחילה לערכי 
    

                                               
13    8    5    3    2    1    

6    5    4    3    2    1     

na

n
 

 ?מה הלאה
 

  : טענה

                                            1 2     ( 3)n n na a a n− −= + ≥   )1( 

 
 : הוכחה

 :הראשונה  נתבונן בעמודה n×2  בכיסוי לוח

 :  דרכיםna−1- ואז את היתר אפשר לכסות ב,ן אחת אנכיתי אב" שהיא מכוסה עאו
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 ).n-לא תלויים ב (יםקבועמקדמים היא ליניארית עם  ,)3(-ו) 2(- בניגוד ל,)1 (הנוסח
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0בעזרת תנאי ההתחלה   1 1  a a= ):    נקבל פונקציה יוצרת מפורשת= )
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 . גם ללא פונקציות יוצרות) ובמקרים דומים(ניתן להגיע לפתרון במקרה זה ,  בדיעבד:הערה

 מהצורה ,  לנוסחה הנסיגהמעריכיננסה לנחש פתרון 
 

                                         ( )0     ≥= nca
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21 ):               1(י הצבה בנוסחת הנסיגה "ע −− += nnn
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, יחד עם   12
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n cca 2211 αα  מכיוון שממד מרחב הפתרונות .   היא פתרון=+

 .הפתרון הכלליזהו ) ראה משפט להלן  (2הוא  
 

)אוסף כל הסדרות  . kנסיגה ליניארית הומוגנית מסדר  - תהי נתונה נוסחת:משפט )na שהן פתרונות  

 .kשלה הוא מרחב וקטורי ממימד  
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 . קבוע הוא פתרוןבסכום פתרונות הוא פתרון וכפל פתרון : א" ז,היא מרחב וקטורי) קבועים
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21קיבלנו מערכת משוואות ליניאריות בנעלמים   ,cc: 
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 : מתכון כללי

 :ם מקדמים קבועיםנוסחת נסיגה ליניארית  הומוגנית ע
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0232:           פולינום אופייני =+− αα. 
 
 

2,1:        שרשי הפולינום 21 == αα    . 

nn:   פתרון כללי

n cca 21 21 ⋅+⋅= . 

 

:  עכשיו נציב תנאי התחלה
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32:1

1:0

21

21

ccn

ccn

    

    
 ⇐=−=       2,1 21 cc. 

  

12221                    : תשובה 1 −=⋅+−= +nn

na 

23)12(3)12(2)12(0        : בדיקה 11

21 =−+−−−=+− −+
−−

nnn
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 .נוסחה לא הומוגנית
 

 :דיון נוסף
 .מציאת שרשי פולינום) א
 .א"כפולים לפשורשים  )ב
 .דוגמאות של אגפי ימין לא הומוגניים) ג
 

 :מקרים מיוחדים
 )שורשים כפולים (: הדוגמ

     :נניח שהפולינום האופייני הוא

                  :יש פה שורש כפול 
2

1 2 3

( 5) ( 3) 0
    

5,    3

α α
α α α
− − =

= = =
     

  

nnnnn          :אם נכתוב

n cccccca 35)(355 321321 ⋅++=⋅+⋅+⋅=   

 
  :במקרה כזה צריך לנסות). 3במקום ( דרגות חופש 2נקבל רק 

 

                           1 2 3( )  5 3n n

na c c n c= + ⋅ + ⋅ 

 

321הנסיגה לכל  - לבדוק שהסדרה הזאת  מקיימת את נוסחת: תרגיל ,, ccc. 

321ם את יאאיך מוצ ,, ccc ?בעזרת תנאי ההתחלה: 

 

                            )(10:0 0321 acccn ==++=         

                      )(7355:1 1321 acccn =−=++=         

                   )(495025:2 2321 acccn ==++=         

 

123 -מקבלים מערכת משוואות לינאריות ב ,, ccc  עם פתרון יחיד. 
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 .פתרון כללי=   הומוגני פתרון כללי +  פרטיפתרון   : פתרון
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                           nnn
wcc 521 21 ⋅+⋅+⋅       

)w: 21  , מוצאים מהצבה בנוסחת נסיגה ,cc: י תנאי ההתחלה"מוצאים ע( 

 
 
 
 
 

 :מציאת שרשי פולינום
 
 .נוסחה ידוע - 2 או 1מעלה ) א
 ).פחות ידעות( יש נוסחאות – 4 או 3מעלה ) ב
 באופן כללי לא קיימת נוסחה המביעה את השורשים באמצעות המקדמים ופעולות –  ומעלה5מעלה  )ג

  )Galois( והוצאת שורשים העלאה בחזקה, חילוק, כפל, חיסור, חיבור
 ?מה אפשר לעשות

 .)תוכנה( מתאימים אלגוריתמיםעזרת ב – בקירוב) מרוכבים(מציאת שורשים ) 1
 ).בלי קירוב (רציונלייםמציאת שורשים ) 2
 

  לינוםמציאת שורשים רציונאליים של פו: נספח
 

 :ניח שהם שלמיםאפשר לה, בלי הגבלת הכלליות. נניח שנתון פולינום עם מקדמים רציונאליים

               [ ]xxpxpxppxp
k

k  Z∈++++= ...)( 2

210   

=∋Qלמצוא את כל הערכים הרציונאליים : מטרתנו
b

a
x0 - כך ש)( =xp. 

 

0,0 נניח  : משפט ≠kpp.  אם 
b

a
x  ,   שלמים,ba כאשר ,xp)(  הוא שורש של הפולינום =

 :אז, זרים ושונים מאפס

                    0pa   )  a0  מחלק אתp( ,kpb   )  b מחלק את kp(. 

 

 נציב  : הוכחה
b

a
x )(0  בשוויון = =xpונכפיל ב  - k

b: 

                           0...22

2

1

10 =++++ −− k

k

kkk
apbapabpbp 

 

kלכן גם . a- מתחלקים ב,פרט אולי לראשון, כל המחוברים
bp0מתחלק ב  -a .מכיוון ש-b זר ל -a ,

 . a- מתחלק ב 0pבהכרח 

 . b-  מתחלק בkp: באופן דומה

 .ל"מש
 

  0p  של a כל המחלקים השלמים   נעבור עלxp)( כדי למצוא שורשים רציונאליים של : מסקנה

 . )כולל סימן (kp  של  bים וכל המחלקים השלמ

המספר  
b

a
x  .  ונבדוק  אם הוא שורשxp)(-נציב אותו ב.  לשורשמועמד  הוא =

 

�                    : דוגמא �
32
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2332)( xxxxp
pp

+−−= 
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230כאן   == pp , ולכן המועמדים לשורשים של)(xp  מקיימים   { }2,1,2,1, −−∈ba, 

 

  :א"ז






 ±±±∈

2

1
,2,1   

b

a
:     נבדוק     . 

0)1(

02)1(

=−

≠−=

p

p
 .  

 
 
 

 :  הפולינוםנחלק ונוריד את מעלת. xp)(  הוא שורש של  x=−1:  מצאנו

 

                                  )252)(1()( 2 +−+= xxxxp 

 

)252(קיבלנו פולינום ריבועי  2 +− xxששורשיו      :
2

1
,2 == xx    . 

 
)()1)(2)(12(                      :      לכן −−+= xxxxp 

 

�                           : דוגמא �
03

62)( 23

pp

xxxxp +−+=     

6,1כאן   03 == pp  . שלם  הוא xp)( כל שורש רציונאלי של   :א"ז ,b=1±  ולכן בהכרח   

}:   רציונאליים אפשרייםיםשורש }6,3,2,1 ±±±±  : מנסים ומוצאים .  

3−=x   הוא שורש של)(xp )  3(0: א"ז( =−p( .  

 : נחלק ונוריד את מעלת הפולינום

                                   )2)(3()( 2 +−+= xxxxp 

 

)2(קיבלנו פולינום ריבועי  2 +− xxששורשיו      :
2

71

2

71 i
x

 
  
±

=
−±

=. 

 .למרות שלא כולם רציונאליים, xp)(רשי  בדוגמה זו מצאנו את שלושת ש
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