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A  : AAשל ) העוצמה (הגודלמוגדר , A קבוצה סופית  לכל : נקודת מוצא  ).שלילי-מספר שלם אי ( ,#

 
 :עבור) ולות מתאימות בקבוצותי פע"ע" (פירוש קומבינטורי"נרצה לתת 

 ).של מספרים(לאה בחזקה עה, כפל, חיבור, שוויון
 ). אנו רוצים להפוך את כיוון החץ.  פעולה במספרים←פעולה בקבוצות ,   מספר←קבוצה : מובןכ(

 
  :) שוויון-ואי( שוויון

BA ( גודל-שוותהן  A, B   שתי קבוצות סופיות: משפט BAfקיימת פונקציה  אם ורק אם ) = →: 

 .ע ועל"שהיא חח
 

 : תזכורת
 
BAfפונקציה ) 1(  יש מקור אחד לכל היותר ∋Bbלכל  אם ורק אם)  ע"חח (ערכית-חד-חד היא :→

baf- אחד כך ש∋Aaקיים לכל היותר ( =)((. 

 
BAfפונקציה ) 2(  .לפחות יש מקור אחד ∋Bb לכל   אם ורק אםעל היא :→

 
BAfפונקציה ) 3(  . הפיכה f אם ורק אם  ע ועל"חח היא :→

ABgומרת קיימת זאת א  :  -כך ש :→
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AAid,  ותהרכבת פונקצימסמן " �"כאן  A  יחידהל "הנ A) aa�( .g  על פונקצית הזהות  היא :→

=−f"  ,1- לפכיתהוההפונקציה "ונקראת   fg . 

 
 :מאפיינת תכונה אחת    (*)-כל אחת משתי הדרישות  ב) 4(

 BAf ABg  קיימת  ⇔ע  "  חח:→ Aidfg: -  כך ש:→ =�)   g יחידה לא בהכרח ( 

f  קיימת⇔  על    gכך ש  - :Bidgf =�. 

 
עבור ) עוצמה( של גודל כהגדרהאבל הוא משמש , )עבור קבוצות סופיות(ל הוא ברור מאליו " הנהמשפט) 5(

 .קבוצות אינסופיות
 
BAfם הבאים על פונקציה כל שניים מהתנאי, B-ו  A  קבוצות סופיותעבור ) 6(  גוררים את :→

 :השלישי
BAf) א     (  .ע"   חח:→

BAf) ב  (     .   על:→

BA)  ג     ( =. 

 
 :ל"ניתן לנסח את עקרון שובך היונים באופן דומה למשפט הנ

 :) עקרון שובך היונים( משפט

BAf ע " וקיימת פונקציה חחקבוצות סופיות B-ו Aאם  BA    אז  :→ ≤. 

BAאם  : בניסוח שקול( BAf  לא קיימת אז <  .)ע" חח  :→
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 .בין שתי קבוצות ע ועל"חח "התאמה"א פירוש קומבינטורי של שוויון הו
   :לסיכום
ba של שוויון  קומבינטוריפירוש BAfאז יש ,  בהתאמה,ab שגודליהן קבוצות B- וAאם :  הוא = →:   

 .ע ועל"חח
 

baשוויון  - תן שני פירושים לאי: תרגיל ≤ . 
 

  :חיבור
 

=∪ (זרות ובוצות סופיותק B- וA אם  :משפט BABA   :אז) איחוד זר :�  !) זה ברור מאליו . (�∪=+

 
 ?מה אם הקבוצות אינן זרות : שאלה

BABABA   :  אזכלשהן קבוצות סופיות B- וAאם :  תשובה ∩−+=∪. 

 ).נדון בהמשך הקורס בהכללה של נוסחה זו(
 

 ):ליותר משתי קבוצות(ה של איחוד זר הכללה פשוט

 אם  :משפט
12 ,,..., AAAn

∩=Ø,  א"ז( בזוגות  סופיות זרותקבוצות   ji AA לכל ji   :אז) ≠

                            nn AAAAAA +++=∪∪∪ ...... 2121
���. 

 . באינדוקציה: הוכחה
 

   :כפל 
 

A, B:   }ByAx  של קבוצות כפלה הקרטזיתהמ : תזכורת ∈∈ , ( ){ yxBA ,:=×. 

BABA  :סופיות אזקבוצות  B- וA  אם  :משפט ⋅=× . 

  ).)על סדרה עולה וסדרה יורדת (סקרש -זה בהוכחת משפט ארדש" משפט"ו בנהשתמש(
 

} : למשל  } { } ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,2,1,2,3,1,1,13,12,1  ).הם שונים זה מזה (3,1)-  ו1,3)((   ×=

 

�������    אזשליליים-אי שלמים  ,baאם  : מסקנה
 b  פעמים

... aaaba +++=⋅. 

 : אזי.   בהתאמה,ba  ןשגודליה  A,B )סופיות כמובן(נבחר קבוצות  : הוכחה

                                  baBABA ⋅=⋅=× 

} םואם נרש, מצד שני }axxxA ,...,, 21= ,{ }byyyB ,...,,  : אז=21

 

               ( ){ }
bji AAAbjaiyxBA ∪∪∪=≤≤≤≤=× ��� ...1  ,1   , 21 

 

):   איחוד זר של הקבוצותהוא  ){ }aiyxA jij ≤≤=  :זאת אומרת ,:,  1

 

                      ( ) ( ) ( ){ }112111 ,,...,,, yxyxyxA a= 

                                                                    .   
                     .                                                  
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                 ( ) ( ) ( ){ }babbb yxyxyxA ,,...,,, 21= 

 

bAAA: ברור  ,...,,  .קבוצות זרות 21
��� ���� ��

 פעמים   

21 ...

A

bAAABA ∪∪∪=×  ,AA j bj לכל   = ≤≤1. 

 

jAAf:  למשל ) ע ועל"היא חח :→ )( )
jbxx ,�. 

 .A=0 ואז, )קבוצה ריקה( Ø=A  אפשר לקחת גם: הערה

 
  : העלאה בחזקה

 

}  :   קבוצות כלשהן אז B- וAאם   :תזכורת }    BAffB
A →= ::. 

:    אזלא ריקות סופיות קבוצות B- וAאם   :משפט
AA

BB =. 

A=1   אז  Ø=A, Ø ≠B  אם
B, 

A=0  אז   Ø≠A, Ø =B  אם
B, 

A=1  אז         Ø=A=B  אם
B   )100 מוסכמהזה מתאים ל = (. 

 
 : הוכחהרעיון 

} אם }axxxA ,...,, BAfאז כל פונקציה  )בסדר לינארי כלשהו (=21 סדרת י " עניתנת לתיאור :→

)    : שלההערכים ) ( ) ( )( ) �������
    a  פעמים

21 ...,...,, BBBxfxfxf n ×××∈. 

BBBB    :עלע  ו"ומכאן ניתן לבנות פונקציה חח
A ×××→ ...:ϕ   

)A
B:=  אוסף הפונקציהBAf →:(. 

 ):פירוש קומבינטורי לשוויון ולכפל( ולכן
 

                                   aA
bbbbBBBB =⋅⋅⋅=×××= ������������

aפעמים
aפעמים

......
  

  

 

 
 ?Aקבוצות של -מהו מספר התת. קבוצה סופית Aתהי  : דוגמא

 

} : ןסימו }ABBAp ⊆=  :)(. 

 : טענה
A

Ap 2)( =. 

ABקבוצה -תת: א"ז ( ∋apB)(  לכל קבוצה : הוכחה  :   שלההפונקציה האופייניתנתאים את ) ⊇

  

                                 ( )
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  :χ             ,{ }1,0: →ABχ 

 
 .ע ועל"קל לראות שקיבלנו פונקציה חח
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)אם נגדיר    ) { }A
Ap 1,0: →ϕ י"   ע:               )(:)( ABB B ⊆∀=        χϕ. 

}    :נגדיר גם פונקציה בכיוון השני } ( )Ap
A →1,0:ψ     

  

}:                            י"ע }( )1,0: →∀ Aχ       ( ) ( ){ }1=∈= aAa χχψ   . 

 

}                                   :דוגמא }zyxA ,,=  ,{ }zxB ,=. 
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):              קל לראות )Apid=ϕψ �      ,
{ }Aid

1,0
=ψϕ �. 

 

)-מע ועל "  חחϕ-מכאן נובע ש )Apל  -{ }A
=−1וכמובן   (1,0 ϕψ( ,א"ז: 

 

                     ( ) { } { } AAA
Ap 21,01,0 ===        

 .ל"מש
 
 
 
  

  ---סוף ההרצאה---                                              
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 


