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 חוג הפולינומים
 

]חוג הפולינומי� .  שדהFיהי  ]F xכמו חוג המספרי� , מבחינות רבות,  מתנהג
מחלק משות� , חילוק ע� שארית: ד� זה נתייחס לנושאי� הבאי�ב. Zהשלמי� 

 .שדות סופיי�, פריק�פולינו� אי, אלגורית� אוקלידס, מרבי
 

 חילוק עם שארית
 

 של פולינו� המעלה  :תזכורת
0

0 ( ) [ ]
n i

ii
a x a x F x

=
≠ =   :ידי� מוגדרת על∑∋

deg ( ) : max{ | 0}.ia x i a= ≠ 

 
) עבור ) 0a x deg נגדיר) פולינו� האפס (= (0) := �degלעתי� אומרי� ש (∞− (0) 

 .)פשוט לא מוגדר
 

) יהיו :משפט ), ( ) [ ]a x b x F x∈ ,( ) 0b x )אזי קיימי� פולינומי� . ≠ ), ( ) [ ]q x r x F x∈ 
 :המקיימי�

 
 ( ) ( ) ( ) ( ), deg ( ) deg ( )a x b x q x r x r x b x= ⋅ + < 

 
)כולל האפשרות ( ) 0r x ) המנה). = )q xהשארית ו ( )r x �י " עיחיד מוגדרי� באופ

  .ל" הנהתנאי�
 

)א�  ) 0r x )� נאמר ש= )b x את מחלק ( )a x) ונרשו�, )בלי שארית :( ) | ( )b x a x. 
 

  :דוגמא
3 2 2( ) 2 3, ( ) 2 2 1 [ ]a x x x b x x x x= + + = + + ∈R 

 
כמו במספרי� , "חילוק ארו""ידי �ביצוע בפועל של חילוק ע� שארית הוא על

 :כא�. שלמי�
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 ולכ�
3 2 2 51

2 22 3 (2 2 1) ( 1) ( 2)x x x x x x+ + = + + ⋅ + + − + 

 כאשר
 51

2 2( ) 1, ( ) 2 [ ]q x x r x x x= + = − + ∈R 

1 deg ( ) deg ( ) 2r x b x= < = 
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 מחלק משותף מרבי
 

)עבור  ), ( ) [ ]a x b x F x∈ ,הוא פולינו�  מחלק משות�( ) [ ]d x F x∈ המקיי� :
( ) | ( ) , ( ) | ( )d x b x d x a x. 

 

פולינו� : תזכורת
0

0 ( ) [ ]
n i

ii
a x a x F x

=
≠ = 0nממעלה  ∑∋  א� מתוק� נקרא ≤

1na:  הגבוהה ביותר בו הואxהמקד� של חזקת  =. 

 
שני  של (gcd = greatest common divisor) )מ"ממ(המחלק המשות� המרבי 

)פולינומי�  ), ( ) [ ]a x b x F x∈ משהוא פולינו� שלה� שות� מ הוא מחלק�ממעלה תוק 
)gcd:  מסמני�.גדולה ביותר ( ), ( ))a x b x. 

 
שלפחות אחד ,  של שני פולינומי�גדולה ביותרנית� להראות שמחלק משות� ממעלה 

0קבוע קיי� וג� יחיד עד כדי כפל ב, מה� אינו פולינו� האפס c F≠ כדי להגדירו . ∋
 . אינו מוגדרgcd(0,0). יהיה מתוק�שות�  דורשי� שהמחלק המ,באופ� יחיד

 
)gcdשיטה מעשית לחישוב  ( ), ( ))a x b x אלגורית� אוקלידסשימוש ב היא. 

 

 אלגוריתם אוקלידס
 

)יהיו  ), ( ) [ ]a x b x F x∈ .נניח :( ) 0b x ≠. 
 :נגדיר

1 2( ) : ( ), ( ) : ( ).r x a x r x b x= = 

)1  אתנחלק ע� שארית )r x�2 ב ( )r x: 

1 2 3 3 3 2( ) ( ) ( ) ( ), deg ( ) deg ( )r x r x q x r x r x r x= ⋅ + < 

 :ונמשי" כ"

1 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ), deg ( ) deg ( ) ( 2,3, )k k k k k kr x r x q x r x r x r x k+ + + + += ⋅ + < = … 

)1נעצור כאשר נקבל לראשונה שארית  ) 0kr x+ =. 

 
 :משפט

 .אלגורית� אוקלידס תמיד עוצר .א
)gcd, עד כדי כפל בקבוע .ב ( ), ( )) ( )ka x b x r x=)   השארית האחרונה שאינה

 .)מתאפסת
)קיימי�  .ג ), ( ) [ ]s x t x F x∈כ" ש �: 

gcd( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )a x b x a x s x b x t x= ⋅ + ⋅ 
 

, ההוכחה דומה להוכחת המשפט המקביל עבור אלגורית� אוקלידס בחוג השלמי�
 .ולא תפורט כא�
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 פריקים ושדות סופיים-פולינומים אי
 

חוג הפולינומי� מעל שדה בי�  לZנמשי" את האנלוגיה בי� חוג המספרי� השלמי� 
[ ]F x. 
 

2n לכל: תזכורת  שקילותהשאבריו ה� מחלקות , nZ� להגדיר את החוג של� נית ≤

 ":nשוויו� מודולו  " )Z על(עבור יחס השקילות 
(mod ) | ( )a b n n a b≡ ⇔ − 

n :a מודולו שאריתידי �על) דיחי( ניתנת לייצוג aכל מחלקת שקילות  r= 
(0 )r n≤ <. 

ההופכות אותו לחוג קומוטטיבי ע� , )nחיבור וכפל מודולו  ( מוגדרות פעולות �nZב

  :�6Zב, למשל. יחידה

2 5 7 1+ = = 

2 5 10 4⋅ = = 
)gcd                                                 :אז , כלשהוa∈Zא�  , ) 1na a n∈ ⇔ =Z  "הפי 

 . ואת ההפכי נית� למצוא בעזרת אלגורית� אוקלידס
�2n  ורק אא�) כל איבר שונה מאפס הוא הפי"( הוא שדה nZ, בפרט  הוא מספר ≤

: קולאו בניסוח ש; �1 עצמו ול�n מחלקי� טבעיי� פרט ל�nאי� ל:  א"ז, ראשוני

1 2n n n= 2עבור  ⋅ 1,n n 1 טבעיי� גורר 1n 2 או = 1n =. 

 
 .נעבור עתה לחוג הפולינומי�  מעל שדה 

 
) לכל פולינו� ) [ ]p x F x∈ שאינו קבוע (deg ( ) 0)p x ]נית� להגדיר את החוג  < ]

( ( ))
F x

p x ,

]על (שאבריו ה� מחלקות השקילות עבור יחס השקילות  ]F x" ( מודולו �שוויו
( )p x:" 

( ) ( ) (mod ( )) ( ) | ( ( ) ( ))a x b x p x p x a x b x≡ ⇔ − 
 

2כל איבר בחוג : דוגמא
[ ]

( 1)
x

x x− +
Rבצורה  אפשר לכתוב ( )r x כאשר 

2deg ( ) deg( 1) 2r x x x< − + 1: א"ז, = 0( )r x r x r=  :למשל. +
2 22 2( 1) 2 2 2 2x x x x x= − + + − = − 

 
]�ב ]

( ( ))
F x

p x ו חיבור וכפל מודול( מוגדרות פעולות( )p x( , ההופכות אותו לחוג

2בחוג , לדוגמא. יבי ע� יחידהקומוטט
[ ]

( 1)
x

x x− +
R: 

 
2 22 3 ( 2) ( 3) 5 6 ( 1) (6 5) 6 5x x x x x x x x x x+ ⋅ + = + ⋅ + = + + = − + + + = + 

 
)פולינו�  ) [ ]p x F x∈שאינו קבוע  (deg ( ) 0)p x א� אי� ) פריק�איאו  (ראשונינקרא  <

1 א� השוויו�: א"ז, לו מחלקי� לא טריביאליי� 2( ) ( ) ( )p x p x p x= מכפלת ( ⋅

1deg גורר) פולינומי� ( ) 0p x 2deg או = ( ) 0p x = . 

) א� ), ( ) [ ]p x a x F x∈ פולינומי� כלשה�, ( )p x אז, לא קבוע: 
[ ]

( ( ))( ) gcd( ( ), ( )) 1F x
p xa x a x p x∈ ⇔    הפי"=
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]�ב(נרשו� : gcd למציאת את ההפכי נית� למצוא בעזרת אלגורית� אוקלידס ]F x( 

1 gcd( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( )a x p x a x s x p x t x= = ⋅ + ⋅ 

]�ב,  ואז ]
( ( ))

F x
p x: 

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )a x s x p x t x a x s x t x a x s x= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = ⋅ 
 

], בפרט ]
( ( ))

F x
p x א� ורק א�שדה הוא  ( ) [ ]p x F x∈ פריק�אי (ראשוניינו� הוא פול.( 

 
] אז ג�, )מספר אבריו סופי: א"ז (סופיהוא שדה  F א� ]

( ( ))
F x

p x מספר . חוג סופי

 :אבריו
deg ( )[ ]

( ( )) [ ]
p xF x

p x F x= 

 
 תחילה נסמ� .  אברי�9נגדיר שדה ע� : דוגמא

3: {0,1,2}F = =Z 

,2 במקו� 2,1,0 בתור 3Zרשמנו כא� את אברי , למע� הפשטות 1,  :נבחר. 0

 

) אפשר להוכיח שהפולינו� )p x אפשר לכתוב אותו כמכפלת שני �אי: פריק�הוא אי

) ממעלה ראשונה) תוקני�מ(פולינומי�  )( )x a x b− )� כי אי� ל,− )p x �3שורשי� בZ .

3לכ� 
2

[ ][ ]
( ( )) ( 1)

xF x
p x x +

= Z אברי�9 הוא שדה בעל : 

{ } { }3
2

[ ]
9 ( 1)

: ( ) deg ( ) 2 0,1, 2, , 1, 2, 2 ,2 1, 2 2x
x

F r x r x x x x x x x
+

= = < = + + + +Z 

 
 :למשל

1 2 1 1x x x+ + = + = 
2 21 2 2 ( 1) 1 1x x x x+ ⋅ + = + = + + = 

2xולכ�  1x  הוא ההפכי של+  . ולהיפ" +
 
 

בשיטה . מכל מעלה מעל כל שדה) אחד לפחות(פריק �נית� להראות שיש פולינו� אי
 : כלשהיחזקת ראשוניזו נית� לקבל שדות סופיי� שמספר אבריה� הוא 

 
2,3, 4,5,7, 8, 9,11,13,16,17,19, 23,25,… 

 
כיוו� שהראשוניי� כבר , מודגשות כא� החזקות שאינ� פשוט מספרי� ראשוניי�
 . pZמוכרי� לנו כמספרי האברי� של שדות מהצורה הפשוטה 

 
מאותה מעלה מעל אותו שדה , פריקי� שוני��נית� להראות שפולינומי� אי: לסיו�
 –" איזומורפיי�"שדות : ליתר דיוק;  שדהאותול בעצ� "ני� בשיטה הננות, סופי

 שדה כל, כמו כ�. אחרי סימו� מחדש של האברי�, זהות) חיבור וכפל(בעלי פעולות 
יש , א� כ�. ל"בשיטה הנ) לשדה המתקבל" איזומורפי: "ליתר דיוק(סופי מתקבל 

אי� שדה סופי , טבפר. בידינו שיטה לייצר את כל השדות הסופיי� האפשריי�
 .ראשוני אחר�או כל מספר לא, 6שמספר אבריו הוא 

 

2
3( ) : 1 [ ]p x x x= + ∈Z


