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1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîëüöà ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè, çàäàí-
íîãî îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà î íåòðèâèàëüíîñòè
êîëüöà ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè (ñì. Òåîðåìà 1). Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà çàíèìàåò
îêîëî 300 ñòðàíèö è åãî ïðåäâàðèòåëüíîå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëåíî â ïðåïðèíòå [3].
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2. Îïèñàíèå ïðîáëåìû

Ñëåäóþùèé âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ:

Åñëè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå, áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà îáëàäàòü íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ñâîáîäíîé àëãåáðû?

Â ñëó÷àå ãðóïï, ïîëóãðóïï è ìîíîèäîâ Òåîðèÿ Ìàëûõ Ñîêðàùåíèé äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò
(ñì. äåòàëè â [10], [17]). Îäíàêî ïîñòðîåíèå òàêîé òåîðèè äëÿ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè îïåðàöèÿìè
ñòàëêèâàåòñÿ ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Îáùàÿ òåîðèÿ àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ áàçèñîì èç
îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëåííàÿ â ýòîé ñòàòüå, áûëà ïîñòðîåíà ïîñëå èçó÷åíèÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ, êîòîðûé ðàññìîòðåí â [2]. Òåîðåìà 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî êîëüöî, ââåäåííîå â ðàáîòå [2], ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ïðèìåðîì êîëüöà ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè. Åãî êîíñòðóêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâûé
øàã ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî òåëà (ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîáëåìó ïîñòàâèë, â
÷àñòíîñòè, À. Ã. Êóðîø), ïðè÷åì çäåñü ñèòóàöèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïîâûì ñëó÷àåì ãëóáîêî íå-
òðèâèàëüíà.
Íàøà ìîòèâàöèÿ èñõîäèò èç òîãî ôàêòà, ÷òî òåîðèÿ ãðóïï ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè è, îñîáåííî,

èòåðèðîâàííàÿ òåîðèÿ ãðóïï ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè (ïîñòðîåííàÿ Íîâèêîâûì è Àäÿíîì ïðè
ðåøåíèè ïðîáëåìû Áåðíñàéäà) èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü â ðåøåíèè ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè
ãðóïï. Ýòà òåîðèÿ îáåñïå÷èâàåò ìîùíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãðóïï ñ íåîáû÷íûìè è äàæå ýêçîòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè, òàêèìè êàê, íàïðèìåð, áåñêîíå÷íûå áåðíñàéäîâñêèå ãðóïïû [12], [1], [15], [8], [11], [4],
ìîíñòð Òàðñêîãî [14], êîíå÷íî ïîðîæäåííûå áåñêîíå÷íûå äåëèìûå ãðóïïû [7] è ìíîãèå äðóãèå
[13]. Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àíàëîãè÷íîãî ìåòîäà â òåîðèè êîëåö â öåëÿõ êîíòðîëÿ íàä
ñîîòíîøåíèÿìè. Ìû èìååì â âèäó, ÷òî ìíîãèå îáúåêòû ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííûõ, â ðàìêàõ
çäðàâîãî ñìûñëà, ñèñòåì ñîîòíîøåíèé. Òðóäíîñòè çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òîáû íå áûëî ëèøíèõ
ñëåäñòâèé ýòèõ ñîîòíîøåíèé, â ÷àñòíîñòè îáúåêò íå ñòàë òðèâèàëüíûì. Ìû îæèäàåì, ÷òî ïðåäëàãàåìîå
ïîíÿòèå ìîæåò áûòü èñîëüçîâàíî, íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî òåëà, à òàêæå
àíàëîãà ìîíñòðà Òàðñêîãî è îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áåðãìàíà î öåíòðàëèçàòîðå, â òîì ÷èñëå è äëÿ
ãðóïïîâîé àëãåáðû ñâîáîäíîé ãðóïïû.
Êëàññè÷åñêèé ìåòîä Íîâèêîâà � Àäÿíà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Áåðíñàéäà [12], [1] (à òàêæå ïîñòðîåíèÿ

ìîíñòðà Òàðñêîãî � ãðóïïû ïîðîæäåííîé ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè íåêîììóòèðóþùèìè ýëåìåíòàìè)
îïèðàåòñÿ íà ñëîæíóþ èíäóêöèþ ïî ðàíãó ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èíäóêòèâíûõ ïðåäïîëîæåíèé.
Äâèæóùåé ñèëîé ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðàçëè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå ñëîâà
îäíîãî ðàíãà ñ ïåðèîäàìè ñõîæåé äëèíû èìåþò ìàëóþ îáùóþ ÷àñòü. Áîëåå òîãî, ñîîòíîøåíèÿ îäíîãî
ðàíãà ïîñëå ñïåöèàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ ìàëî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ âîçìîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ìëàäøèõ ðàíãîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îáîáùåííîìó óñëîâèþ ìàëûõ ñîêðàùåíèé, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü øàã èíäóêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ïîâîðîòà â äàííîì ðàíãå èñïîëüçóåìîå â
ðàáîòå Íîâèêîâà è Àäÿíà, ïîñëóæèëî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ íàøåãî áàçîâîãî ïîíÿòèÿ ìóëüòèïîâî-
ðîòà (ñìîòðè îïðåäåëåíèå â ïàðàãðàôå 3.2 äàííîé ñòàòüè, òàêæå â ðàáîòàõ [2], [3]).
Àíàëîãè÷íûå òðóäíûå ïðîáëåìû õîðîøî èçâåñòíû è â òåîðèè êîëåö, îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùåãî

óíèâåðñàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ íèõ ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èòåðèðîâàíèå íàøåé
êîíñòðóêöèè ïîäîáíî òîìó êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðîáëåìû Áåðíñàéäà äàñò èñêîìûé ìåòîä
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîëåö è àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Äàííàÿ ðàáîòà ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ ìàëûõ ñîêðàùåíèé, ò.å. ñëó÷àþ êîãäà ðàíã òîëüêî îäèí. Â ÷àñòíîñòè íàøà êîíñòðóêöèÿ
ìîæåò áûòü ïåðâûì øàãîì â ïîñòðîåíèè êîíå÷íî-ïîðîæäåííîãî òåëà.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî, êàê ñ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñâÿçàòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò.

Ïðîãðàììó Ãðîìîâà �Ãðóïïû êàê ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû� [5], ñì. òàêæå [6] ïðåäâàðÿåò êîìáèíà-
òîðíûé ïîäõîä. Â ãðóïïîâîì ñëó÷àå êîìáèíàòîðíûì îáúåêòîì îòâå÷àþùèì ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðóïïå
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ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè (åñëè êàæäîå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
íå ìåíåå 7 ìàëûõ êóñêîâ). Ìû íàäååìñÿ ïîñòðîèòü îïðåäåëåíèå "ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîëüöà", íà÷èíàÿ
ñ ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå êîëåö ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè. Åñëè áóäåò äàíî îïðåäåëåíèå
ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîëüöà, òî, ïî âñåé âèäèìîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå íàìè â ýòîé ñòàòüå êîëüöà ñ
ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè áóäóò òàêèìè êîëüöàìè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äðóãèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì
äîëæíû ñòàòü ãðóïïîâûå êîëüöà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï.
Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè íàäëåæàùåì îïðåäåëåíèè êðó÷åíèÿ â êîëüöåâîì ñëó÷àå,

ïîñòðîåííûå êîëüöà áåç êðó÷åíèÿ äîëæíû èìåòü ìàëóþ êîãîìîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü è îäíîìåðíûå
öåíòðàëèçàòîðû ýëåìåíòîâ, îáëàäàòü ñâîéñòâîì íåàìåíàáåëüíîñòè, è èìåòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
ïðîáëåìû Êàïëàíñêîãî î äåëèòåëÿõ íóëÿ. Ðàçâèòèå èòåðàòèâíîé òåîðèè ìàëûõ ñîêðàùåíèé ìîæåò
áûòü ïîëåçíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî
òåëà.
Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîä À. Ñìîêòóíîâè÷ ê êîíòðîëþ çà ñîîòíîøåíèÿìè â êîëüöàõ ïðèâåë ê ïîñòðîåíèþ

ïðîñòîãî íèëü-êîëüöà è äðóãèõ âàæíûõ ïðèìåðîâ íèëü-àëãåáð, ñì., íàïðèìåð, [18], [9]. Ýòîò ïîäõîä
îñíîâàí íà èäåÿõ, îòëè÷íûõ îò íàøèõ, è íå ñâÿçàí ñ òåîðèåé ìàëûõ ñîêðàùåíèé.

3. Àêñèîìû ìàëûõ ñîêðàùåíèé äëÿ êîëåö

3.1. Ãðóïïû ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè

Ðàññìîòðèì ãðóïïó G çàäàííóþ îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè G = 〈X | R〉.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèéR çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ
ïåðåñòàíîâîê è âçÿòèÿ îáðàòíûõ è âñå ýëåìåíòû èç R ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêè ðåäóöèðîâàííûìè.
Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìèíàõ ìàëûõ êóñêîâ.
Ñëîâî s íàçûâàåòñÿ ìàëûì êóñêîì ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâóR (â îáîáùåííîì ãðóïïîâîì ñìûñëå,
ñìîòðè [16], [10]) åñëè ñóùåñòâóþò ñîîòíîøåíèÿ âèäà sr1 è sr2 â R òàêèå, ÷òî r1r

−1
2 6= 1 è r1r

−1
2 íå

ñîïðÿæåí ñîîòíîøåíèþ èç R â ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ãðóïïå, äàæå ïîñëå ñîêðàùåíèé.
Çàìå÷àíèå 3.1 Ãåîìåòðè÷åñêè ìàëûå êóñêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîâà, êîòîðûå ìîãóò
ïîÿâèòüñÿ íà îáùåé ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ êëåòêàìè â äèàãðàììå Âàí Êàìïåíà [13], [10]. Â
÷àñòíîñòè, åñëè r1r

−1
2 ∈ R, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ýòè êëåòêè îäíîé êëåòêîé. Ïîýòîìó ñ

ñàìîãî íà÷àëà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî r1r
−1
2 /∈ R.

Óñëîâèå ìàëûõ ñîêðàùåíèé C(p) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå ñîîòíîøåíèå â R íå ìîæåò áûòü çàïèñàíî
êàê ïðîèçâåäåíèå ìåíåå ÷åì p ìàëûõ êóñêîâ. Äëÿ áîëüøèíñòâà öåëåé ñåìè ìàëûõ êóñêîâ äîñòàòî÷íî,
ïîñêîëüêó ïðè óñëîâèè C(7) äèñêðåòíàÿ Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé [10].
×òîáû ãàðàíòèðîâàòü ýòî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëèíà ëþáîãî ìàëîãî êóñêà ìåíüøå îäíîé
øåñòîé äëèíû ñîîòíîøåíèÿ, â êîòîðîì îí ïîÿâëÿåòñÿ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà Òåîðèè Ìàëûõ Ñîêðàùåíèé
ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê:
Ïóñòü w1, w2 äâà ñëîâà êîòîðûå íå ñîäåðæàò âõîæäåíèé áîëåå ïîëîâèíû ñîîòíîøåíèé èç R. Îíè

ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò èç G òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû
îäíîñëîéíîé äèàãðàììîé ([10], Ëåììà Ãðèíäëèíãåðà). (Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè
íåòðèâèàëüíà.) Ïåðåõîä îò w1 ê w2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ
øàãîâ, íàçûâàåìûõ ïîâîðîòàìè [12]. Êàæäûé ïîâîðîò ïîâîðà÷èâàåò ðîâíî îäíó êëåòêó.
Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ íèæå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð îäíîñëîéíîé äèàãðàììû, ãäå ñëîâî w1 ÷èòàåòñÿ

íà åå âåðõíåé ñòîðîíå, ñëîâî w2 � íà íèæíåé ñòîðîíå, à êëåòêè � ýòî ãðóïïîâûå ñîîòíîøåíèÿ èç
ñïèñêà R.
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w1

w2

3.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ êîëåö

Ïóñòü k ïîëå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàëûå ãðå÷åñêèå áóêâû äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
k. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, ñâîáîäíî ïîðîæäåííàÿ àëôàâèòîì S. Ýëåìåíòû F íàçûâàþòñÿ
ìîíîìàìè èëè ñëîâàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kF ãðóïïîâóþ àëãåáðó. Ýëåìåíòû kF íàçûâàþòñÿ ïîëè-
íîìàìè. Ïóñòü a, b ∈ F , ×åðåç a · b îáîçíà÷àåì èõ ïðîèçâåäåíèå. Ìû ïèøåì ab åñëè ìåæäó a è b íåò
ñîêðàùåíèé.
Ïóñòü ôèêñèðîâàí êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð ïîëèíîìîâ R èç kF :

R =

pi =

n(i)∑
j=1

αijmij | αij ∈ k,mij ∈ F , i ∈ I

 .

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîíîìû mij ÿâëÿþòñÿ ðåäóöèðîâàííûìè, ïîëèíîìû pi � àääèòèâíî ðåäóöè-
ðîâàííûìè, I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, âñå êîýôôèöèåíòû αij íåíóëåâûå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈R〉 èäåàë, ïîðîæäåííûé êàê èäåàë íàáîðîì R. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ

ìîíîìîâ mij èç R ÷åðåçM.
Öåëüþ íàñòîùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êëàññà êîëåö ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè. Òàêîå

êîëüöî ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå A = kF/〈R〉 è íàøå îïðåäåëåíèå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü â
âèäå òðåõ óñëîâèé (àêñèîì) íà R (íàáîð ñîîòíîøåíèé) è áóäåì ñ÷èòàòü R ôèêèðîâàííûìè.

Óñëîâèå 1 (Àêñèîìà Ñîâìåñòèìîñòè) (i) Åñëè p =
n∑

j=1

αjmj ∈ R, òî βp =
n∑

j=1

βαjmj ∈ R

äëÿ ëþáîãî β ∈ k, β 6= 0.

(ii) Ïóñòü x ∈ S∪S−1, ãäå S � àëôàâèò, ñâîáîäíî ïîðîæäàþùèé F , p =
n∑

j=1

αjmj ∈ R. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî x−1 íà÷àëüíûé ñèìâîë êàêîãî-òî mi. Òîãäà,

x · p =

n∑
j=1

αjx ·mj ∈ R

(ïîñëå ñîêðàùåíèé â ìîíîìàõ xmj). Ìû òðåáóåì, ÷òîáû àíàëîãè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿëîñü
òàêæå, åñëè x−1 � ïîñëåäíèé ñèìâîë ìîíîìà è óìíîæåíèå íà x â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå � ñ
ïðàâîé ñòîðîíû.

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ Àêñèîìû Ñîâìåñòèìîñòè íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M çàìíóòî
îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäñëîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïóñòîå ñëîâî âñåãäà ïðèíàäëåæèòM.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ìàëîãî êóñêà îòíîñèòåëüíî R â àëãåáðå kF . Îíî èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â

íàøåé òåîðèè:
Îïðåäåëåíèå 3.1 Ïóñòü c ∈M. Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâóþò äâà ïîëèíîìà

p =

n1∑
j=1

αjaj + αa ∈ R, q =

n2∑
j=1

βjbj + βb ∈ R,

òàêèå ÷òî c ÿâëÿåòñÿ ïîäñëîâîì â a è â b, ò.å.

a = â1câ2, b = b̂1cb̂2,

ãäå â1, â2, b̂1, b̂2 âîçìîæíî ÿâëÿþòñÿ ïóñòûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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b̂1 · â−11 · p = b̂1 · â−11 ·

 n1∑
j=1

αjaj + αâ1câ2

 =

n1∑
j=1

αj b̂1 · â−11 · aj + αb̂1câ2 /∈ R

(äàæå ïîñëå ñîêðàùåíèé ), èëè

p · â−12 · b̂2 =

 n1∑
j=1

αjaj + αâ1câ2

 · â−12 · b̂2 =

n1∑
j=1

αjaj · â−12 · b̂2 + αâ1cb̂2 /∈ R

(äàæå ïîñëå ñîêðàùåíèé ). Òîãäà ìîíîì c íàçûâàåòñÿ ìàëûì êóñêîì.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ìàëûõ êóñêîâ ÷åðåç S. ßñíî, ÷òî S ⊆ M. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî ìíîæåñòâî S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäñëîâ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìíîæåñòâî S íåïóñòî,
ïóñòîå ñëîâî âñåãäà áóäåò ìàëûì êóñêîì. Åñëè íàáîð S îêàçàëñÿ ïóñòûì, òî ìû âñå ðàâíî ïîëàãàåì
ïóñòîå ñëîâî ìàëûì êóñêîì.
Ïóñòü u ∈M. Òîãäà èëè u = l1 · · · lm, ãäå l1, . . . , lm ìàëûå êóñêè, èëè u íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

êàê ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ êóñêîâ. Ââåäåì ìåðó íà ìîíîìàõ èç M (Λ-ìåðà). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
Λ(u) = m åñëè u ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ êóñêîâ è ìèíèìàëüíîå
âîçìîæíîå ÷èñëî ìàëûõ êóñêîâ â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíÿåòñÿ m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Λ(u) =
∞, åñëè u íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ êóñêîâ.
Çàôèêñèðóåì êîíñòàíòó τ ∈ N, τ > 10.

Óñëîâèå 2 (Àêñèîìà Ìàëûõ Ñîêðàùåíèé ñ óñëîâèåì τ )

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1, . . . , pn ∈ R è ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
n∑

s=1
γsps ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ïîñëå

ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ìîíîì a â
n∑

s=1
γsps ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ

÷ëåíîâ òàêîé, ÷òî
� èëè a íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ êóñêîâ,
� èëè êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå a â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ ìàëûõ êóñêîâ ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå,
τ + 1 ìàëûõ êóñêîâ.
Òî åñòü, Λ(a) > τ + 1, âêëþ÷àÿ Λ(a) =∞.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Ïóñòü p =
∑n

j=1 αjaj ∈ R. Áóäåì íàçûâàòü ìîíîìû aj1 , aj2 , 1 6 j1, j2 6 n,
èíöèäåíòíûìè ìîíîìàìè (âêëþ÷àÿ ñëó÷àé aj1 = aj2). Íàïîìíèì, ÷òî αj 6= 0, j = 1, . . . , n.
Òåïåðü ìû ââîäèì ïîñëåäíåå óñëîâèå, íàçûâàåìîå Àêñèîìîé Èçîëÿöèè. Â îòëè÷èå îò äâóõ ïðåäû-

äóùèõ àêñèîì ýòî ïîëíîñòüþ òåîðåòèêî-êîëüöåâîå óñëîâèå. Â íåì ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèåìàêñèìàëüíîãî
âõîæäåíèÿ ìîíîìà èçM è ïîíÿòèå ïåðåêðûòèÿ âõîæäåíèé.
Ìû ðàññìàòðèâàåì âõîæäåíèÿ a ∈M â ñëîâî U , òî åñòü U = LaR, ãäå L, R ìîãóò áûòü ïóñòûìè.

Ïîä ìàêñèìàëüíûì âõîæäåíèåì ìû ïîíèìàåì âõîæäåíèå ìîíîìà èç M, êîòîðîå íå ñîäåðæèòñÿ
â áîëüøåì òàêîì âõîæäåíèè. Îòìåòèì, ÷òî îáùàÿ ÷àñòü äâóõ ìàêñèìàëüíûõ âõîæäåíèé âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ ìàëûì êóñêîì.
Ïåðåêðûòèå âõîæäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáùàÿ ÷àñòü äâóõ âõîæäåíèé.
Òðåòüÿ àêñèîìà íàêëàäûâàåò íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûå êîëüöà.

Ìû âûáðàëè åå íàèáîëåå ñëàáóþ ôîðìó, ÷òîáû îõâàòèòü íàèáîëåå øèðîêèé êëàññ êîëåö, ÷òî ñóùåñòâåííî
óñëîæíèëî îïðåäåëåíèå.
Óñëîâèå 3 (Àêñèîìà Èçîëÿöèè, ëåâàÿ, ñ óñëîâèåì τ) Ïóñòü m1, m2, . . . , md ëþáàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìîíîìîâ èçM òàêàÿ, ÷òî m1 6= md, Λ(mi) > τ − 2 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , d
ìîíîìû mi è mi+1 èíöèäåíòíû äëÿ âñåõ i = 1, . . . , d− 1,
è a ∈M ëþáîé ìîíîì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1. Λ(a) > τ − 2;
2. am1, amd /∈M, am1, amd íå èìåþò ñîêðàùåíèé;
3. m1 ìàêñèìàëüíîå âõîæäåíèå â am1, md ìàêñèìàëüíîå âõîæäåíèå â amd.
4. åñëè ap1 ìàêñèìàëüíîå âõîæäåíèå â am1, êîòîðîå ñîäåðæèò a, apd ìàêñèìàëüíîå âõîæäåíèå â
amd êîòîðîå ñîäåðæèò a,òî ñóùåñòâóþò ìîíîìû l, l′ ∈M òàêèå, ÷òî
· l, l′ � ìàëûå êóñêè;
· la, l′a ∈M, la, l′a íå èìåþò ñîêðàùåíèé;
· ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîìîâ b1, . . . , bn èç M òàêèõ, ÷òî b1 = lap1, bn = l′apd,
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n− 1 ìîíîìû bi, bi+1 èíöèäåíòíû, è Λ(bi) > τ − 2.

m1

p1

l
a

md

pd

l′
a

Òîãäà p1
−1 ·m1 6= pd

−1 ·md .
Ïðàâàÿ Àêñèîìà Èçîëÿöèè ñ óñëîâèåì τ ôîðìóëèðóåòñÿ ñèììåòðè÷íî.
Îïðåäåëåíèå 3.3 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A = kF/〈R〉 åñòü C(τ)-êîëüöî ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè,
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò Àêñèîìå Ñîâìåñòèìîñòè, Àêñèîìå Ìàëûõ Ñîêðàùåíèé ñ óñëîâèåì τ è ïî
êðàéíåé ìåðå îäíîé èç Àêñèîì Èçîëÿöèè ñ óñëîâèåì τ .
Åñëè äàíà ãðóïïà G = 〈X | R〉 è m = pq ∈ R, w = lpr, òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå w = lpr 7→ lq−1r = w′

íàçûâàåòñÿ ïîâîðîòîì.
Ìû çàìåíÿåì ïîíÿòèå ãðóïïîâîãî ïîâîðîòà ñëåäóþùèì ïîíÿòèåì êîëüöåâîãî ìóëüòè-ïîâîðîòà.

Âîçüìåì
∑n

j=1 αjmj ∈ R, ãäå âñå αj 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v � ýòî ìîíîì âèäà v = lmhr äëÿ

íåêîòîðîãî h, 1 6 h 6 n. Ïåðåõîä îò v = lmhr ê
∑n

j=1,j 6=h(−α−1h αj)lmjr íàçûâàåòñÿ ìóëüòè-
ïîâîðîòîì. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîäîëæàåòñÿ ëèíåéíî íà βv, à çàòåì ëèíåéíî íà âñå ïîëèíîìû,
ñîäåðæàùèå ìîíîìû âèäà βv. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì

∑n
j=1 αj lmjr íàçûâàåòñÿ ðàñêëàäêîé äàííîãî

ìóëüòè-ïîâîðîòà.
Ïðèìåðû. Â äàííûõ ïðèìåðàõ äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðóïïîâàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì èç
äâóõ ýëåìåíòîâ.

A. Ïðåäïîëîæèì v = la1r è áåðåòñÿ ïîëèíîì a1 + a2 ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ïåðåõîä îò
la1r ê la2r â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìóëüòè-ïîâîðîòà (ñìîòðèòå ðèñóíîê íèæå)

l

a2

a1

r

Ïåðåõîä îò la1r ê la2r ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâîðîò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
ìóëüòè-ïîâîðîòà.

B. Ïðåäïîëîæèì v = la1r è áåðåòñÿ ïîëèíîì a1 +a2 +a3 ∈ R. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ïåðåõîä îò la1r
ê la2r + la3r. Ãðàôè÷åñêè ýòî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

l

a2

a3

a1

r

C. Ïðåäïîëîæèì v = lqa1q
−1r è áåðåòñÿ ïîëèíîì a1 +a2 +1 ∈ R. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ìóëüòè-
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ïîâîðîò � ýòî ïåðåõîä îò lqa1q
−1r ê lqa2q

−1r + l · r. Çàìåòèì, ÷òî ïîëå çàìåíû a1 íà 1, ïîäñëîâî
q ñîêðàùàåòñÿ ñ ïîäñëîâîì q−1. Ðåçóëüòàò èìååò ñëåäóþùèé âèä (ïóñòîå ñëîâî 1 íå îòðàæåíî íà
ðèñóíêå):

l q

a2

a1

q r

D. Ïðåäïîëîæèì v = la1b1r è áåðóòñÿ ñëåäóþùèå ïîëèíîìû a1+a2+a3s
−1
1 è b1+b2+1 èç R. Òîãäà

èìåþòñÿ äâà ñîñåäíèõ ìóëüòè-ïîâîðîòà: a1 çàìåíÿåòñÿ íà a2 +a3s
−1
1 è b1 çàìåíÿåòñÿ íà s1b2 +1. Ýòî

îòðàæåíî íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå:

l a2

a1 b1

b2

s1

a3

r

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòè-ïîâîðîò ñëåâà, à çàòåì ìóëüòè-ïîâîðîò ñïðàâà.
Òîãäà la1b1r çàìåíÿåòñÿ íà la2b1r + la3s

−1
1 b1r, à çàòåì ðåçóëüòàò çàìåíÿåòñÿ íà la2s1b2r + la2 ·

r + la3b2r + la3s
−1
1 · r. Ïðè ýòîì â ìîíîìàõ la2r è la3s

−1
1 r ìîãóò âîçíèêíóòü ñîêðàùåíèÿ. Òåïåðü

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòè-ïîâîðîò ñïðàâà, à çàòåì ìóëüòè-ïîâîðîò ñëåâà.
Òîãäà la1b1r çàìåíÿåòñÿ íà la1s1b2r+ la1 · r, à çàòåì ðåçóëüòàò çàìåíÿåòñÿ íà la2s1b2r+ la3b2r+ la2 ·
r + la3s

−1
1 · r è ïðîèçâîäÿòñÿ ñîêðàùåíèÿ â íåîáõîäèìûõ ìåñòàõ. Çàìåòèì, ÷òî òðåáóåòñÿ èçìåíèòü

âòîðîé ìóëüòè-ïîâîðîò, ÷òîáû ïðèìåòèòü åãî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî èòîãîâûé ðåçóëüòàò íà çàâèñèò
îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ ìóëüòè-ïîâîðîòîâ.
Äàííûå âûøå ïðèìåðû ïîçâîëÿþò óâèäåòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò ãðóïï, â êîëüöàõ â ðåçóëüòàòå

ìóëüòè-ïîâîðîòîâ âîçíèêàþò íîâûå ýôôåêòû.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àññîöèèðîâàííîå ñ äàííûì ìîíîìîì è íàáîðîì

ìóëüòè-ïîâîðîòîâ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ìîíîì v = lmhr è îäèí ìóëüòè-ïîâîðîò, ïîðîæäåííûé
ïîëèíîìîì

∑n
j=1 αjmj ∈ R. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî ïîðîæäàåòñÿ ìîíîìàìè

lmjr, j = 1, . . . , n (ïîñëå âîçìîæíûõ ñîêðàùåíèé) ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
∑n

j=1 αj lmjr. Òåïåðü
ðàññìîòðèì ìîíîì v è íåñêîëüêî ìóëüòè-ïîâîðîòîâ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî
ïîðîæäàåòñÿ v è âñåìè ìîíîìàìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåãî ïðè ïîìîùè äàííûõ ìóëüòè-ïîâîðîòîâ,
ñ ëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè ðàâíûìè ðàñêëàäêàì äàííûõ ìóëüòè-ïîâîðîòîâ.
Ðàññìîòðèì îïðåäåëåííîå âûøå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå âîçíèêàåò â ïîñëåäíåì ïðèìåðå

D. Â ïðèìåðå D èìåþòñÿ ñëåäóþùèé ìîíîìû:

la1b1r, la2b1r, la3s
−1
1 b1r,

la1s1b2r, la2s1b2r, la3b2r,

la1 · r, la2 · r, la3s
−1
1 · r

è ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ìåæäó íèìè:

la1b1r + la2b1r + la3s
−1
1 b1r = 0,

la1s1b2r + la2s1b2r + la3b2r = 0,

la1 · r + la2 · r + la3s
−1
1 · r = 0,

la1b1r + la1s1b2r + la1 · r = 0,

la2b1r + la2s1b2r + la2 · r = 0,

la3s
−1
1 b1r + la3b2r + la3s

−1
1 · r = 0.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðåäûäóùèõ. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ èìååòñÿ 5
ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé (à íà 6). Ñëåäîâàòåëüíî, èòîãîâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü
íå ìåíüøå ÷åòûðåõ (òàê êàê ó íàñ äåâÿòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ìîíîìîâ). Çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå ãðóïï, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà îäíîìåðíî, òî åñòü äàííûé
ýôôåêò âûðîæäàåòñÿ (ñìîòðè äèàãðàììó â êîíöå ïóíêòà 3.1).

4. Îñíîâíûå òåîðåìû

Òåîðåìà 1 Êîëüöî ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè âñåãäà íåòðèâèàëüíî.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîëåö ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè.

Òåîðåìà 2 Ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ãðóïïû ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ C(p)
äëÿ p > 22, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè.
Ïóñòü Z2F åñòü ãðóïïîâàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì Z2 ñâîáîäíîé ãðóïïû F ñ íå ìåíåå ÷åì ÷åòûðüìÿ

îáðàçóþùèìè. Ïóñòü, äàëåå, w ∈ F � ìîíîì, |w| � åãî äëèíà, ïðè ýòîì w ∈ F íå íà÷èíàåòñÿ è
íå çàêàí÷èâàåòñÿ íè íà îäíó èç áóêâ x, x−1, y, y−1. Âîçüìåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàê, ÷òî
|w| � m� n è ìîíîì v ∈ F :

v = xmyxm+1y · · ·xn−1y
(ãäå çíàê � îçíà÷àåò �ñóùåñòâåííî ìåíüøå�).
Ïóñòü R ñîñòîèò èç òðèíîìà 1 + v + vw, A = kF/〈R〉. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3 Êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ ìàëûìè ñîêðàùåíèÿìè.
Çàìå÷àíèå 4.1 Â àëãåáðå A ýëåìåíò 1 + w îáðàòèì, èáî v ∈ F îáðàòèì è åñëè 1 + v + vw = 0,
òî v(1 + w) = (1 + w)v = 1. Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî òåëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
èòåðèðîâàíèÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû: áåðåòñÿ ìîíîì w, ïî íåìó ñòðîèòñÿ ìîíîì v è ñîîòíîøåíèå
1 + v + vw = 0. Â ïðåäåëå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ ìîíîìîâ ëèáî íóëåâàÿ (òîãäà
îíè îòâå÷àþò îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó àëãåáðû) ëèáî ðàâíà òðåòüåìó ìîíîìó (òîãäà îíà
îáðàòèìà). Òåì ñàìûì ñòðîèòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîå òåëî (íå òîëüêî êàê êîëüöî, íî è êàê
ïîëóãðóïïà). Òðóäíîñòü ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå íåòðèâèàëüíîñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ êîëüöà. Âåñü-
ìà íåòðèâèàëüíàÿ Tåîðåìà 3 îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü îñóùåñòâèòü ïåðâûé øàã ýòîé ïðîöåäóðû.

5. Áëàãîäàðíîñòè

Èññëåäîâàíèÿ ïåðâîãî è òðåòüåãî àâòîðîâ áûëè ïîääåðæàíû ãðàíòîì ISF 1994/20 è Èññëåäîâàòåëüñêèì
èíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè èì. Ýììè Í¼òåð. Èññëåäîâàíèÿ ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî àâòîðîâ òàêæå ïîääåðæàíû
ñòèïåíäèåé ISF. Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì íàó÷íûì ôîíäîì, ãðàíò 17-11-
01377. Àâòîðû î÷åíü áëàãîäàðíû Á.Ý.Êóíÿâñêîìó è À.Ë.Ñåìåíîâó çà âàæíûå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
â õîäå ïîäãîòîâêè ðàáîòû ê ïå÷àòè. Ìû òàêæå ïðèçíàòåëüíû ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå ÷òåíèå
òåêñòà è öåííûå çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëè íà îêîí÷àòåëüíóþ ðåäàêöèþ ñòàòüè.
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