
O×ÅÐÊ ÈÑÒÎÐÈÈ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Á.Ïëîòêèí, À.Ãâàðàìèÿ, Å.Ïëîòêèí

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äàåòñÿ î÷åðê ðàçâèòèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè è ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòà òåìàòèêà ñèñòåìàòè÷åñêè ðàçâèâàëàñü â ðàáîòàõ Á.È.
Ïëîòêèíà è åãî ó÷åíèêîâ íà÷èíàÿ ñ 1996-ãî ãîäà. Ïàðàëëåëüíàÿ òåîðèÿ áûë ïîñòðîåíà
Â.Í.Ðåìåñëåííèêîâûì, À.Ã.Ìÿñíèêîâûì è äðóãèìè. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð âîçíèêíîâåíèÿ
ïðîáëåì íà áàçå óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, îáñóæäàåòñÿ ñîñòîÿíèå âîïðîñà
ñ îòêðûòîé ïðîáëåìîé èçîìîðôèçìà èçîòèïíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï.

1. Âñïîìèíàåò Áîðèñ Ïëîòêèí

1.1. Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Èäåÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè âîçíèêëà òàêèì îáðàçîì. Â ñåðåäèíå 90-õ ãîäîâ ÿ ïðèñóòñòâîâàë íà
àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå â Èåðóñàëèìå (íûíå ñåìèíàðØèìøîíà Àìèöóðà) íà äîêëà-
äå Öëèëÿ Ñåëà. Äîêëàä áûë ïîñâÿùåí ãåîìåòðè÷åñêèì èäåÿì è ìåòîäàì, ñâÿçàííûì
ñ ïóòÿìè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Òàðñêîãî.

Ýòà òåîðåòèêî-ìîäåëüíàÿ ïðîáëåìà îñòàâàëàñü îòêðûòîé ñ êîíöà 40-õ ãîäîâ.
Åå ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ìîæíî ëè ðàçëè÷èòü äâå ñâîáîäíûå íå àáåëåâû ãðóïïû ñ
ïîìîùüþ ñðàâíåíèÿ èõ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé.

Äîêëàä áûë ïîñâÿùåí òîìó, ÷òî îòâåò íà ýòó ïðîáëåìó êðîåòñÿ â óçó÷åíèè
ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ñâîáîäíîé ãðóïïîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîáëåìà èìååò
ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó, ïîñêîëüêó âîçíèêàåò ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò - ðåøåíèå ñè-
ñòåì óðàâíåíèé. Ê òîìó âðåìåíè òàêàÿ òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà â Ìîñêâå Ìàêàíèíûì-
Ðàçáîðîâûì. Î íåé ìíå ðàññêàçàë Èëüÿ Ðèïñ. Îí áûë óáåæäåí, ÷òî îíà ïðèâåäåò ê
ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì òåîðåòèêî-ìîäåëüíîãî õàðàêòåðà è äàñò íà÷àëî íîâîé
òåîðèè ìîäåëåé íà áàçå ñâîáîäíîé ãðóïïû.

Â äîêëàäå Öëèëÿ Ñåëà ïðîçâó÷àëè âàæíûå ñëîâà, êîòîðûå ìåíÿ î÷åíü çàèí-
òåðåñîâàëè. Ðå÷ü èäåò î òàêèõ ïîíÿòèÿõ êàê èäåàë, ðàäèêàë, íóëüñòåëëåíçàòö, è âñå
ýòî ïî îòíîøåíèþ ê ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Ïîñëå äîêëàäà ÿ åùå áåñåäîâàë ñ Èëüåé Ðèïñîì, è ó ìåíÿ ïîñòåïåííî âîç-
íèêëî îùóùåíèå, ÷òî âñå ýòè ïîíÿòèÿ ïðè ïîäõîäÿùåé òåõíèêå ìîæíî ââåñòè äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû è äàæå äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû. Àâòîáóñ èç Èåðóñàëèìà â
Òåëü-Àâèâ èäåò îêîëî ÷àñà. Çà ýòî âðåìÿ íåÿñíûå âíà÷àëå ìûñëè ñôîðìèðîâàëèñü â
âèäå âïîëíå êîíêðåòíûõ ïîíÿòèé. Íà îáðàòíîì ïóòè ÿ çàåõàë â Áàð-Èëàí è ðàññêà-
çàë î íèõ Æåíå è äðóãèì àëãåáðàèñòàì. Ýòî áûëî íà÷àëîì ðàáîòû íàä íîâîé òåìîé,
êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëà íàçâàíèå óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

Èòàê, äîâîëüíî áûñòðî ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ðàññìîòðåíèå òåîðèè ðåøåíèé ñè-
ñòåì óðàâíåíèé íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàìè äàåò âîçìîæíîñòü ñîáðàòü ïîä îäíîé
êðûøåé òðè ñâÿçàííûå âîåäèíî íàóêè: àëãåáðó, ãåîìåòðèþ, òåîðèþ ìîäåëåé. Òàêîå ñî-
÷åòàíèå ïîêàçàëîñü ìíå êðàéíå ïåðñïåêòèâíûì. Â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïðèìåðà ÿâèëàñü
òåîðåìà Ãèëüáåðòà, èçâåñòíàÿ êàê Nullstellensatz. Ïî ñóòè â íåé èäåò ðå÷ü î òîì, êàê
õàðàêòåðèçîâàòü âñå ñëåäñòâèÿ, âûâîäèìûå èç äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ó íàñ èìååòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ìû ðàññìàòðèâàåì âñå ðåøåíèÿ äàííîé ñè-
ñòåìû, à çàòåì áåðåì âñå óðàâíåíèÿ, èìåþùèå òå æå ðåøåíèÿ, ÷òî è èñõîäíàÿ ñèñòåìà.
Ñðàçó æå ïðèøëî íà óì, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ ëåæèò â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî àáñòðàêòíî-
ãî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà. Êðîìå òîãî, ìû èñõîäèì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä àëãåáðîé.
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Íàñ èíòåðåñóåò ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, à èìåííî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ëåæàùååå â ïîäõîäÿùåì àôôèííîì
ïðîñòðàíñòâå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äðóãèì çàìêíóòûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ñëåäñòâèé, âûâîäèìûõ èç äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, òî åñòü, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ,
ëîãè÷åñêèé îáúåêò, èìåþùèé ñèíòàêñè÷åñêóþ ïðèðîäó.

Òåîðåìà Ãèëüáåðòà ãîâîðèò î òîì, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìû ðàññìàòðè-
âàåì óðàâíåíèÿ â êëàññå êîììóòàòèâíî àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ åäèíèöåé íàä õîðî-
øèì ïîëåì, çàìûêàíèå èìååò ÿñíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèþ. Èç ðàçãîâîðîâ
ñ Ðèïñîì ÿ ïîíÿë, ÷òî íå÷òî ñõîæåå èìååò ìåñòî è äëÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîãî ñëó-
÷àÿ óðàâíåíèé íàä ñâîáîäíîé ãðóïïîé. Âñå ýòî ïðèâåëî ìåíÿ ê ìûñëè ðàññìàòðèâàòü
ïðîáëåìó íóëü-ñòàëåíçàö â ñàìîì îáùåì ñìûñëå ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà çàìêíóòûõ ñèí-
òàêñè÷åñêèõ è ñåìàíòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Äðóãèì âàæíûì ìîòèâèðóþùèì íà÷àëîì ÿâèëñÿ èìåþùèéñÿ ó ìåíÿ ê òîìó
âðåìåíè îïûò ðàáîòû ñ àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêîé. Ýòà íàóêà ñîñòîèò â ñóùåñòâåííîé
àëãåáðàèçàöèè ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ è òåîðåì. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà âîçíèêëà ïîä
èìåíåì öèëèíäðè÷åñêèõ àëãåáð â ðàáîòàõ Õåíêèíà, Ìîíêà è Òàðñêîãî. È ïðèìåðíî
â ýòî æå âðåìÿ ïîÿâèëàñü êîíñòðóêöèÿ Õàëìîøà ïîëèàäè÷åñêèõ àëãåáð [7]. Â ñâîèõ
ðàáîòàõ [15], [17] ÿ ââåë ìíîãîñîðòíûé âàðèàíò àëãåáðàè÷åñêîé ëîãèêè. Çà òàêèìè
àëãåáðàìè çàêðåïèëîñü íàçâàíèå àëãåáð Õàëìîøà. ß ïî÷óâñòâîâàë, ÷òî àëãåáðàè÷å-
ñêàÿ ëîãèêà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì èíãðåäèåíòîì, ïîçâîëÿþùèì ïîñòðîèòü ñòðîéíîå
òåðåòèêî-ìîäåëüíîå ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà (ñì. ïàðàãðàô 2).

Íà ýòîì ÿçûêå Ãàëóà-çàìêíóòûå îáúåêòû ïðèîáðåëè åñòåñòâåííûé âèä àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çàìêíóòûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. ß ïîíÿë,
÷òî ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà ìîæíî ïðèâÿçàòü ê çàäàííîìó ìíîãîîáðàçèþ, ïðè ýòîì òîæäå-
ñòâà ìíîãîîáðàçèé ñòàëè èãðàòü ðîëü òèïà äàííûõ, à ñâîáîäíûå àëãåáðû ìíîãîîáðàçèÿ
ñòàëè ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àòîìàðíûå àëãåáðû, ñîäåðæàùàÿ àòîìàðíûå ôîðìóëû. ß
ïî÷óâñòâîâàë, ÷òî ìû íå äîëæíû îãðàíè÷èâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè, à ìîæåì ðàññìàòðè-
âàòü ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû ôîðìóë.

Çà íåñêîëüêî ìåñÿöåâ ñôîðìèðîâàëàñü öåëàÿ ñòðóêòóðà òåîðåòèêî-ìîäåëüíûõ
ïîíÿòèé ãåîìåòðè÷åñêîãî è àëãåáðàè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Â ðåçóëüòàòå â 1996 ãîäó â
Èçðàèëüñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ "Varieties of algebras and
algebraic varieties"[20] ñ îñíîâàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ãîòî-
âîé ñèñòåìîé áàçèñíûõ ïîíÿòèé. Íà ñëåäóþùèé ãîä â ñòàòüå "Varieties of algebras and
algebraic varieties. Categories of algebraic varieties"[21] âûøåäøåé â Ñèáèðñêîì ìàòåìà-
òè÷åñêîì æóðíàëå, ýòè ïîíÿòèÿ ïðèîáðåëè ïðàêòè÷åñêè ñîâðåìåííóþ ôîðìó. Çäåñü
ñëåäóåò ñäåëàòü âàæíîå îòñòóïëåíèå. Êëàññè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, â îñî-
áåííîñòè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì, èìååò äåëî ñ îïèñàíèÿìè ñòðóêòóðû
ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò îïè-
ñàíèå òîãî, êàê âûãëÿäÿò è êàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ðàçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå
ìíîãîîáðàçèÿ. Âîçíèêëà òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè, à ñ íåé è ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè òà-
êèõ ìíîãîîáðàçèé. Äîâîëüíî áûñòðî ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ íåîáûêíîâåííî
ñëîæíîé, åñëè íå ñêàçàòü íåâîçìîæíîé, çàäà÷åé. Ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ïðîñòûõ
ñèñòåì óðàâíåíèé è õîðîøèõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï è Ëèåâûõ àëãåáð óäàâàëîñü êàê-òî
îïèñàòü ðåøåíèå. Íàäî áûëî èñêàòü íîâûå çàäà÷è è íîâûå ïîäõîäû, ñïåöèôè÷åñêèå
äëÿ îáùåãî âçãëÿäà ñ ïîçèöèé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òàêèì êðà-
åóãîëüíûì êàìíåì áóäóùåé òåîðèè ñòàëî ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè
àëãåáð.

Ìíå íóæíî áûëî ïîíÿòèå, êîòîðîå îòðàæàåò èäåþ îäèíàêîâîñòè àëãåáð ñ
òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ÿñíî ÷òî åñëè ìû ðåøàåì
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óðàâíåíèÿ íàä ïîëåì èëè åãî ðàñøèðåíèåì, òî âîçìîæíîñòè ýòèõ äâóõ àëãåáð ïî îòíî-
øåíèþ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ðàçíûå. Çíà÷èò íàäî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå, êîòîðîå
ãîâîðèò ÷òî äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèÿ íàä îäíîé àëãåáðîé è íàä äðóãîé ñîâïà-
äàþò. Ýòî óñëîâèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âïèñàëîñü â ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå Ãàëóà
ìåæäó ïàðàìè ýëåìåíòîâ â ñâîáîäíîé àëãåáðå è òî÷êàìè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.
Åäèíñòâåííîé çàãâîçäêîé áûëî ïðåäñòàâëåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå äåêàð-
òîãî ïðîèçâåäåíèÿ. ß çàìåíèë åãî íà ïðîñòðàíñòâî ãîìîìîðôèçìîâ Hom(W (X), H)
ãäå W (X) - ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà, H - ðàññìàòðèâàåìàÿ àëãåáðà,
è âñå âñòàëî íà ñâîè ìåñòà. Ñ ýòîãî ìîìåíòà òåîðèÿ ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ ïî çàêîíàì
äèêòóåìûì âíóòðåííåé ëîãèêîé ïîíÿòèé.

Äâå àëãåáðû H1 è H2 íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ
ëþáîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èõ ðàäèêàëû âû÷èñëåííûå ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé è êî
âòîðîé àëãåáðå ñîâïàäàþò. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòè ðàäèêàëû ñèíòàêñè÷åñêè, òî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî êâàçèòîæäåñòâà àëãåáð H1 è H2 ñîâïàäàþò. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñåìàíòè-
÷åñêè òàêîå îïðåäåëåíèå âëå÷åò ñîâïàäåíèå êâàçèìíîãîîáðàçèé ïîðîæäåííûõ H1 è
H2. À ýòîò ôàêò âïîëíå ýôôåêòèâíûé, ïîäïàäàþùèé ïîä òåîðåìó òèïà Áèðêãîôà.
Íî ñðàçó ñòàëà âèäíà îäíà òîíêîñòü. Â îáû÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ìû íå
âñòðå÷àåìñÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó êàê èçâåñòíî êàæäûé
èäåàë â ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå êîíå÷íî ïîðîæäåí. Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî
äëÿ óðàâíåíèé íàä ñâîáîäíîé ãðóïïîé, ïîñêîëüêó èìåííî ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû Ãóáû-Áðàéàíòà. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïî ïîâîäó áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð?

Òàê âîçíèêëî ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêè íåòåðîâîé àëãåáðû. Àëãåáðà íàçûâàåò-
ñÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåòåðîâîé, åñëè ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä ýòîé àëãåáðîé ýêâè-
âàëåíòíà åå êîíå÷íîé ïîäñèñòåìå. Çäåñü ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî îòñòóïëåíèå. Ïàðàë-
ëåëüíî ìîèì èäåÿì, î÷åíü ñõîæàÿ òåîðèÿ ñòàëà ðàçâèâàâàòüñÿ Â.Ðåìåñëåííèêîâûì è
åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè À.Ìÿñíèêîâûì, Ý.Äàíèÿðîâîé è äðóãèìè, (ñìîòðè [4],[12], è ñî-
îòâåòñòâóþùå ññûëêè).Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì íàøè ìûñëè ïåðåêëèêàëèñü, è íåêîòî-
ðûå ïîíÿòèÿ âîçíèêàëè ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî. Â äàëüíåéøåì ýòî ñîòðóäíè÷åñòâî
îêàçàëîñü êðàéíå ïëîäîòâîðíûì è âàæíûì. Ðàçíèöà áûëà â ïðèðîäå âîçíèêíîâåíèÿ
ïîíÿòèé, íî â ðåçóëüòàòå âñå ñõîäèëîñü íàèëó÷øèì îáðàçîì.

Âîçâðàùàÿñü ê ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð, ñòàëî ñðàçó ÿñíî ÷òî
èìååòñÿ ìíîæåñòâî íå ãåîìåòðè÷åñêè íåòåðîâûõ àëãåáð. Ñëåäîâàòåëüíî, äâå àëãåá-
ðû áóäóò ãåîìåòðè÷åñêè íåòåðîâûìè åñëè ñîâïàäàþò èõ èíôèíèòàðíûå (áåñêîíå÷-
íûå) êâàçèòîæäåñòâà. Ïîñêîëüêó òàêèå ôîðìóëû íå âõîäÿò â ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ
àëãåáðû, òî è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü àëãåáð íå ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêîé
ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ
ãðóïï áûë áëåñòÿùå ïîñòðîåí Ðåìåñëåííèêîâûì-Ìÿñíèêîâûì. Âîïðîñ î ãåîìåòðè÷å-
ñêîé íåòåðîâîñòè àëãåáð îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî òðóäíûì. Íàïðèìåð, ïðîáëåìà ãåîìåò-
ðè÷åñêîé íåòåðîâîñòè ñâîáîäíîé Ëèåâîé àëãåáðû îòêðûòà äî ñèõ ïîð è ïóòåé ðåøåíèÿ
åå ñîâåðøåííî íå âèäíî!

Íåñìîòðÿ íà ÿâíî óäà÷íîå îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, â
íåì äëÿ ìåíÿ èìåëñÿ âàæíûé èçúÿí. ß èìåþ ââèäó òî, ÷òî âñÿ ïîñòðîåííàÿ òåîðèÿ
â êà÷åñòâå êðàåóãîëüíîé èäåè èìåëà ïîíÿòèå òî÷êè íå êàê íàáîðà ýëåìåíòîâ ôèêñè-
ðîâàííîé àëãåáðû, à êàê ñïåöèàëüíîãî ãîìîìîðôèçìà èç ñâîáîäíîé àëãåáðû â êîí-
êðåòíóþ àëãåáðó ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðûé "âû÷èñëÿåò"çíà÷åíèå êàæäîé êîíêðåòíîé
êîîðäèíàòû. À ýòî çíà÷èò, ÷òî âñÿ òåîðèÿ äîëæíà ñòðîèòüñÿ ñêîðåå íà âçàèìîäåé-
ñòâèè îáúåêòîâ, ÷åì íà ðàññìîòðåíèè êàæäîãî îáúåêòà â îòäåëüíîñòè. Âîò ïîýòîìó
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ÿ ðåøèë, ÷òî íåîáõîäèìî ïðèâëå÷ü êàòåãîðíûå ïîíÿòèÿ è ìîäèôèöèðîâàòü ñîîòâåò-
ñòâåííî îïðåäåëåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ó÷èòûâàëè äèíàìèêó ïåðåõîäà îò
îäíîé àëãåáðû ê äðóãîé.

Âñå êàòåãîðèè âîçíèêëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, óðàâíåíèÿ ñòðî-
èëèñü íàä íåêîòîðîé ñâîáîäíîé àëãåáðîé W (X) ãäå X, ðàçóìååòñÿ, äîëæíî âàðüè-
ðîâàòüñÿ. Òàê ïîÿâèëàñü êàòåãîðèÿ Θ0 êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ àëãåáð. Åé
ñîîòâåòñòâîâàëà êàòåãîðèÿ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ Hom(W (X), H), ãäå H ïðîáåãàåò
âñå ôèêñèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå àëãåáð Θ. Äâå ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå êàòåãîðèè -
ýòî äâîéñòâåííûå êàòåãîðèè çàìêíóòûõ êîíãðóýíöèé è àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Òî
åñòü èìåííî òå êàòåãîðèè, êîòîðûå âîçíèêàþò â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè. Áîëåå òîãî, íåìåäëåííî îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð
ðàöèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ è Ãàëóà-ñîîòâåòñòâóùèå èì êàòåãî-
ðèè êîîðäèíàòíûõ àëãåáð. Òàê âîçíèê íàáîð êàòåãîðèé âîêðóã êîòîðîãî ìîæíî áûëî
ñòðîèòü äàëüíåéøóþ òåîðèþ. Êðîìå êàòåãîðèé, ÿ îïðåäåëèë è íåñêîëüêî ôóíêòîðîâ,
èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü âî âñåé òåîðèè. Îñíîâíûì èç íèõ ñòàë ôóíêòîð çàìûêàíèÿ
CH , ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîé ñâîáîäíîé àëãåáðå W (X) íàáîð H-çàìêíóòûõ êîíãðóýí-
öèé. Çäåñü H ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà èç ìíîãîîáðàçèÿ Θ.

Ìîèì æåëàíèåì áûëî âêëþ÷èòü îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-
ñòè â êàêóþ-òî ñõåìó, ó÷èòûâàþùóþ êàòåãîðíûé õàðàêòåð ó÷àñòâóþùèõ îáúåêòîâ.
Áûëî íàïèñàíî ìíîæåñòâî ðàáîò íà ýòó òåìó, äîêàçàíû òåîðåìû, íî ôàêòè÷åñêè ïî-
èñêè êàòåãîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîäîëæàþòñÿ äî ñèõ
ïîð.

Äîâîëüíî áûñòðî, ãäå-òî â íà÷àëå 2000-õ ãîäîâ, ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî îñîáóþ
ðîëü âî âñåé êàðòèíå èãðàþò îáüåêòû, êîòîðûå äî ñèõ ïîð íå ðàññìàòðèâàëèñü â àëãåá-
ðå. ß èìåþ ââèäó ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êàòåãîðèè è ïîíÿòèå âíóòðåííåãî àâòîìîð-
ôèçìà êàòåãîðèè. Àâòîìîðôèçì ϕ êàòåãîðèè C íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì åñëè îí èçî-
ìîðôåí òîæäåñòâåííîìó èçîìîðôèçìó êàòåãîðèè C. Åñëè ðàñêðûòü ýòî îïðåäåëåíèå,
ó÷èòûâàÿ ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà ôóíêòîðîâ, òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé ñõîæåñòü îïðå-
äåëåíèÿ âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà êàòåãîðèè è âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà ãðóïïû.
Òàê èëè èíà÷å, âñå âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû îáðàçóþò ïîäãðóïïó Inn(C) ãðóïïû
âñåõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(C) êàòåãîðèè C.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ âñåé òåîðèè êðàéíå âàæíà ãðóïïà Aut(Θ0), [28],[29],[30],
[37]. Íàïîìíèì, ÷òî Θ0 - êàòåãîðèÿ âñåõ ñâîáîäíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àëãåáð îñ-
íîâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Θ.

Äàäèì òàêîå îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð. Íàçîâåì äâå
àëãåáðû H1 è H2 ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíûìè åñëè èçîìîðôíû êàòåãîðèè àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîæåñòâ AG(H1) è AG(H2) íàä ýòèìè àëãåáðàìè. Ïîíÿòíî ÷òî åñëè äâå àëãåáðû
ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òî îíè ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíû. À êîãäà âåðíî îáðàòíîå?

Ñèòóàöèÿ çäåñü òàêàÿ. Ïðåäñòàâèì ñåáå êàêóþ-ëèáî àëãåáðó îáëàäàþùóþ
êàêèìè-òî ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè è ïîïðîáóåì êàê-òî äåôîðìèðîâàòü åå ñî-
õðàíÿÿ ãåîìåòðèþ. Äåôîðìèðîâàòü â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò îïðåäåëèòü íà íåé ïðî-
èçâîäíóþ ñòðóêòóðó òàêèì îáðàçîì, ÷òî ãåîìåòðèÿ íîâîé àëãåáðû áóäåò ñîâïàäàòü ñ
ãåîìåòðèåé ñòàðîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ íåòðèâèàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ âîçìîæíà åñ-
ëè ãðóïïà Aut(Θ0) îáëàäàåò âíåøíèìè àâòîìîðôèçìàìè! Åñëè æå âñå àâòîìîðôèçìû
Aut(Θ0) âíóòðåííèå, òî ïîíÿòèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïîäîáèÿ ñîâïàäàþò.

Îäíîâðåìåííî áûëè îïðåäåëåíû ãåîìåòðè÷åñêàÿ àâòîìîðôíàÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòü àëãåáð è ìíîãèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå óæå äèêòîâàëè ïóòè ðàçâè-
òèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êàê âûãëÿäÿò âîçíèêàþùèå ïîíÿòèÿ
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äëÿ òîãî èëè èíîãî êîíêðåòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð ïðåäñòàâëÿåòñÿ êðàéíå èíòåðåñ-
íûì. Íî áåç ñîìíåíèÿ ñàìûì âàæíûì ñðåäè âñåãî ìíîæåñòâà ïðîáëåì óíèâåðñàëüíîé
ãåîìåòðèè áûëî îùóùåíèå òîãî, ÷òî ïîìèìî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ñóùåñòâóåò ïà-
ðàëëåëüíàÿ îáùàÿ ëîãè÷åñêàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Èìåííî ýòà èäåÿ áûëà ðåàëè-
çîâàíà.

1.2. Ëîãè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Â êàêîé-òî ìîìåíò ÿ îñîçíàë, ÷òî ìîãó ïîñòðîèòü ñî-
îòâåòñòâèå Ãàëóà è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ñèñòåì ôîðìóë ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòî áûëî
íàñòîÿùåå ñîáûòèå, ïîñêîëüêó îçíà÷àëî, ÷òî ÿ ìîãó èçó÷àòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ôîðìóë
ïîäîáíî òîìó êàê èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ýòî òàêæå îçíà÷àëî, ÷òî ÿ
ìîãó ðàñïðîñòðàíèòü âñå èäåè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà àáñîëþòíî
íîâóþ ñèòóàöèþ òåîðèè ìîäåëåé.

ß ðåøèë, ÷òî ïðåæäå âñåãî íàäî èçëîæèòü ïîäðîáíî ôèëîñîôèþ óíèâåðñàëü-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, è íà ýòîé áàçå íàïèñàòü áîëüøóþ ðàáîòó ïî îñíîâàì
ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òàê è áûëî ñäåëàíî.

Âíà÷àëå ïîÿâèëàñü ñòîñòðàíè÷íàÿ ñòàòüÿ â ñáîðíèêå ïîñâÿùåííîì þáèëåþ
Å.Ñ.Ëÿïèíà "Algebraic logic, varieties of algebras and algebraic varieties"[18], à çàòåì
óæå ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå òåîðèè áûëî ñäåëàíî â ÌÈÀÍÎâñêîì òîìå "Algebras
with the same algebraic geometry"[22] è, íàêîíåö, âñÿ òåîðèÿ áûëà àêêóìóëèðîâàíà â
ïðåïðèíòå Åâðåéñêîãî Óíèâåðñèòåòà "Seven lectures on universal algebraic geometry"[19].
Ýòî ïîçâîëèëî ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà ñëó÷àå ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Òàê ïîÿâèëàñü
ðàáîòà "Algebraic geometry in �rst-order logic"(2006) [23] è äðàôò êíèãè "Algebraic
logic and logical geometry"(2013) [16]. Ñ ýòîãî ìîìåíòà óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãåîìåòðèÿ è ëîãè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ñòàëè ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé åäèíûé îðãàíèçì è âñå
âðåìÿ øëè âìåñòå.

Êàê ñäåëàòü èç ëîãèêè è òåîðèè ìîäåëåé ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ? Ðàçìûø-
ëÿÿ íàä ýòèì âîïðîñîì, ÿ ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ñâÿçó-
þùèì çâåíîì. Ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ôîðìóë êàê àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò,
ïîäîáíî òîìó êàê ñèñòåìû óðàâíåíèé ýòî ïðîñòî êîíãðóýíöèè íàä ñâîáîäíîé àëãåáðîé
ìíîãîîáðàçèÿ. Çíà÷èò íàäî íàéòè àëãåáðàè÷åñêîå ìåñòî, â êîòîðîì ñèñòåìû ôîðìóë
ïåðâîãî ïîðÿäêà æèâóò åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Âûõîä ïîäñêàçàëà àëãåáðàè÷åñêàÿ ëî-
ãèêà.

Ê ýòîìó âðåìåíè ó ìåíÿ óæå áûë áîëüøîé îïûò ðàáîòû ñ ìåòîäàìè àëãåáðà-
è÷åñêîé ëîãèêè. Â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ ìåíÿ çàèíòåðåñîâàëè ðàáîòû Õåíêèíà, Ìîíêà,
Òàñêîãî, Õàëìîøà, Ïèãîööè, Íåìåòè è äðóãèõ ïî àëãåáðàèçàöèè ëîãèêè. Â ðåçóëüòà-
òå ÿ ïðèøåë ê ïîíÿòèþ ìíîãîñîðòíîé àëãåáðàèçàöèè ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòî-
ðàÿ âîøëà â ìàòåìàòèêó ïîä èìåíåì àëãåáðû Õàëìîøà. Ýòà êîíñòðóêöèÿ îêàçàëàñü
÷ðåçâû÷àéíî óñïåøíîé íå òîëüêî äëÿ ëîãèêè, íî è äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ñòàðûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè îíà áûëà ïðèìåíåíà À.Ãâàðàìèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû òåîðèè êâàçèãðóïï [6]. ß ñóììèðîâàë âñþ íàêîïëåííóþ èí-
ôîðìàöèþ îá àëãåáðàõ Õàëìîøà â áîëüøîé ìîíîãðàôèè "Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà,
àëãåáðàè÷åñêàÿ ëîãèêà è áàçû äàííûõ"[15].

Ñèíòàñè÷åñêàÿ àëãåáðà Õàëìîøà è îêàçàëàñü òåì îáúåêòîì â êîòîðîì ôîð-
ìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà æèâóò íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ê ñ÷àñòüþ, à ñêîðåå
íå ê ñ÷àñòüþ, à â ñèëó ïðèðîäû âåùåé áóëåâà àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ àôôèííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå âîñïðèíèìàåò äåéñòâèå êâàíòîðîâ è ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêîé
àëãåáðîé Õàëìîøà. Òîãäà ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ñèñòåìû
ôîðìóë ïðèîáðåëà âèä ãîìîìîðôèçìà îäíîé àëãåáðû Õàëìîøà â äðóãóþ. Âñå áûëî
ãîòîâî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêîãî ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà àëãåáðàè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè.

Â ëþáîì ñîîòâåòñòâèè Ãàëóà ãëàâíóþ ðîëü èãðàþò Ãàëóà-çàìêíóòûå îáúåê-
òû. Â ãåîìåòðè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè Ãàëóà çàìêíóòûìè "âíèçó"îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ
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àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà, à "íàâåðõó çàìêíóòûå êîíãðóýíöèè. Âñå ýòî äàåò ñîâïà-
äåíèè çàìêíóòûõ Ãàëóà-îáúåêòîâ ñ çàìêíóòûìè îáúåêòàìè â òîïîëîãèè Çàðèñêîãî.
Â ëîãè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè Ãàëóà çàìêíóòûìè "âíèçó"îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ îïðåäå-
ëèìûå ìíîæåñòâà, à çàìêíóòûìè "íàâåðõó"ñèñòåìàìè ôîðìóë - çàìêíóòûå ôèëüòðû
â ñèíòàêñè÷åñêîé àëãåáðå Õàëìîøà. Âñå ýòî äàëî óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ïåðåíîñèòü
èäåè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ëîãè÷åñêèé ñëó÷àé, à çíà÷èò íà çàäà÷è òåîðèè ìî-
äåëåé. Ýòî áûëî èìåííî òî, ÷òî íóæíî.

Ïî÷òè íåìåäëåííî âîçíèêëî ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ÿäðà òî÷êè, î êîòîðîì íåîá-
õîäèìî ñêàçàòü íåñêîëêî ñëîâ. Äîïóñòèì ìû èìååì òî÷êó â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.
Íàïîìíþ, ÷òî òî÷êà - ýòî ãîìîìîðôèçì èç W (X) â àëãåáðó H. Êàê ó ëþáîãî ãî-
ìîìîðôèçìà, ó íåãî åñòü ÿäðî. Ýòî ÿäðî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî óðàâíåíèé
êîòîðûì çàäàííàÿ òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò. Ïîñêîëüêó ó íàñ òåïåðü èìååòñÿ ãîìîìîð-
ôèçì àëãåáð Õàëìîøà, òî òî÷íî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ëîãè÷åñêîå ÿäðî LKer(µ)
òî÷êè µ êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñèíòàêñè÷åñêîé àëãåáðû Õàëìîøà, òî åñòü ôîðìóë
ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íà äàííîé òî÷êå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå "èñòèíà". Òî åñòü ýòî
ìíîæåñòâî ôîðìóë âûïîëíÿåìûõ â äàííîé òî÷êå, òî åñòü ýòî óëüòðàôèëüòð àëãåáðû
Õàëìîøà, òî åñòü ýòî â òî÷íîñòè òî, ÷òî â òåîðèè ìîäåëåé íàçûâàåòñÿ òèïîì òî÷êè.
Ýòî äàëî ìîñò ñâÿçûâàþùèé ëîãè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ è êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ ìîäåëåé,
è ïîçâîëÿþùèé âçãëÿíóòü íà òåîðèþ ìîäåëåé ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè è àëãåáðû.

Ìû ïðîñòî ñëåäóåì âíóòðåííåé ëîãèêå óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè çàìåíÿÿ ïîíÿòèÿ íà èõ äâîéíèêè â ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ía ýòîì ïóòè àá-
ñîëþòíî åñòåñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ àëãåáð, ëîãè-
÷åñêè íåòåðîâûõ àãåáð, ëîãè÷åñêè îäíîðîäíûõ àëãåáð, èçîòèïíûõ àëãåáð è ìíîãèå
äðóãèå. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïîæàëóé íàèáîëåå èíòåðåñíîé
ïðîáëåìå ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè - ïðîáëåìå èçîòèïíîñòè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï
è ðàññìîòðèì åå óæå áîëåå äåòàëüíî, ñ òî÷íûìè îïðåäåëåíèÿìè.

2. Êàê âîçíèêàþò çäà÷è? Ïðîáëåìà èçîòèïíîñòè àëãåáð

Êàêèì-òî îáðàçîì ñëó÷èëîñü òàê, ÷òî ïðîáëåìà î êîòîðîé ïîéäåò ðå÷ü â ýòîì
ïàðàãðàôå, íå áûëà èçâåñòíà â òåîðèè ìîäåëåé äî ïîÿâëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé ëîãè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè.

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � ââåñòè åùå îäèí ëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, êîòîðûé îïè-
ñûâàåò àëãåáðû áîëåå æåñòêî, ÷åì ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ýëåìåíòàðíàÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòü àëãåáð H1 è H2 ïðåäïîëàãàåò ñîâïàäåíèå âñåõ ïðåäëîæåíèé âûïîëíè-
ìûõ íà H1 è H2. Ïîäõîä, êîòîðûé ìû ñîáèðàåìñÿ ðàññìàòðèâàòü â ýòîì ïàðàãðàôå,
òðåáóåò ñîâïàäåíèÿ âñåõ òèïîâ, ðåàëèçóåìûõ íà H1 è H2. Ìû íàçûâàåì òàêóþ ñèòóà-
öèþ èçîòèïíîñòüþ àëãåáð. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðåçóëüòàòàì íàì íåîáõîäèìî ââåñòè
íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü äàíà àëãåáðà H. Åå ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé Th(H) íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë - ïðåäëîæåíèé, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîé òî÷êå êàæ-
äîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íàä H. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ - âàæíûé ëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò, õàðàêòåðèçóþùèé çàäàííóþ àëãåáðó. Êëàññè÷åñêèé âîïðîñ, âîñõîäÿùèé ê
ôèëîñîôèè Òàðñêîãî è Ìàëüöåâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïèñàòü âñå àëãåáðû ýëåìåí-
òàðíî ýêâèâàëåíòíûå çàäàííîé. Íà ýòîì ïóòè ïîëó÷åíû èçâåñòíûå õàðàêòåðèçàöèè:
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé, àáåëåâûõ ãðóïï [36],
íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï [11], áóëåâûõ êîëåö [5] è äðóãèå. Â êàæäîì ñëó÷àå òàêàÿ ïîëíàÿ
õðàêòåðèçàöèÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé óäà÷åé.
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Ñ 1948 ãîäà äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè ïðîñòîÿëà îòêðûòîé çíàìåíèòàÿ ïðîáëåìà
Òàðñêîãî: ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ðàçëè÷èòü äâå íåàáåëåâû ïðî-
ñòûå ãðóïïû? Îòíîñèòåëüíî íåäàâíî îíà áûëà îòðèöàòåëüíî ðåøåíà Õàðëàìïîâè÷-
Ìÿñíèêîâûì [9] è Ñåëîé [32]. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò èìååòñÿ è äëÿ øèðîêîãî êëàññà
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ãðóïï.

Â ïîñëåäíèå ãîäû îñîáóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåëî ïîíÿòèå æåñòêîñòè ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà [1]. Îíà õàðàêòåðóçóåò ñëó÷àé, ïðÿìî ïðîòèâîïîëæíûé ñëó÷àþ ñâîáîäíîé
ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Äâå àëãåáðû H1 è H2 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè

åñëè èõ ýëåìåíòàðíûå òåîðèè ñîâïàäàþò.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé êëàññ àëãåáð C. Íàñ èíòåðåñóþò âñå àëãåáðû èç C
ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûå çàäàííîé. Ïî òåîðåìå Ëåâåíãåéìà-Ñêîëåìà äëÿ çàäàííîé
àëãåáðûH â êàæäîé ìîùíîñòè èìååòñÿ àëãåáðà ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíàÿH. Ïîýòî-
ìó åñëè ìû õîòèì äóìàòü îá îïèñàíèè àëãåáð ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûõ çàäàííîé,
ìû äîëæíû òàê âûáðàòü êëàññ C ÷òîáû âñå àëãåáðû èç ýòîãî êëàññà áûëè îäíîé ìîù-
íîñòè. Íó, íàïðèìåð, êëàññ êîíå÷íûõ àëãåáð èëè êëàññ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àëãåáð.
Âñå ýòî ïîäñêàçàëî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå æåñòêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà H íàçûâàåòñÿ æåñòêîé ïåðâîãî

ïîðÿäêà åñëè ëþáàÿ äðóãàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà H1 êîòîðàÿ ýëåìåíòàðíî

ýêâèâàëåíòíà H, ÿâëÿåòñÿ åé èçîìîðôíîé.

Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, èìåþòñÿ ëè êàêèå-òî õîðîøèå ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ
ãðóïï îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, òî-åñòü ãðóïï â êàêîì-òî ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñâîáîäíîé. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ïðèìåðû âñòðå÷àþòñÿ ïðåæäå âñåãî â êëàññå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.

Òåîðåìà 1 ([3], [31], [35], [1], [2],[8]). Ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà Øåâàëëå G(Φ, Os), rk(Φ) >
1, íàä äåäåêèíäîâûì êîëüöîì àðèôìåòè÷åñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà. Ëþáàÿ íåïðèâîäèìàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ðåøåòêà ðàíãà âûøå 1 õàðàêòåðèñòèêè

íîëü ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêè æåñòêîé.

Ýòà òåîðåìà ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè ó ëèíåéíûõ ãðóïï áîãàòîé îïðåäå-
ëèìîé ñòðóêòóðû ïîäãðóïï, êîòîðàÿ ñîáñòâåííî è äàåò æåëàåìûé ðåçóëüòàò. À â ñâî-
áîäíîé ãðóïïå îïðåäåëèìûìè ïîäãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî öåíòðàëèçàòîðû òî÷åê,
ïîýòîìó è ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà æåñòêîñòè.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïðèðîäó ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìû
ïðåäïîëàãàåì ÷òî ñîâïàäàþò ôîðìóëû, êîòîðûå âåðíû âî ÂÑÅÕ òî÷êàõ àëãåáðû. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî àëãåáðà (ìîäåëü) âûñòóïàåò êàê åäèíûé íàáîð òî÷åê, ëèøåííûõ èíäè-
âèäóàëüíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî çíà÷èò ÷òî ìû ñðàâíèâàåì àëãåáðû â öåëîì, íå
çàáîòÿñü îá èíäèâèäóàëüíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ åå ýëåìåíòîâ. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ õà-
ðàêòåðèçàöèÿ ðåäêî ìîæåò áûòü æåñòêîé.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äâå àëãåáðû H1 è H2 íàçûâàþòñÿ LG-èçîòèïíûìè, åñëè äëÿ

êàæäîé òî÷êè µ : W (X) → H1 ñóùåñòâóåò òî÷êà ν : W (X) → H2 òàêàÿ, ÷òî

LKer(µ) = LKer(ν) è, íàîáîðîò, äëÿ êàæäîé òî÷êè ν : W (X) → H2 ñóùåñòâóåò

òî÷êà µ : W (X)→ H1 òàêàÿ, ÷òî LKer(ν) = LKer(µ).

Ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü èçîòèïíîñòü àëãåáð â áîëåå ñòàíäàðòíûõ ëî-
ãè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü L � ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà, H è G � L-àëãåáðû. Òîãäà H
è G èçîòèïíû, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ā â Hn ñóùåñòâóåò íàáîð b̄ â Gn

òàêîé, ÷òî tpH(ā) = tpG(b̄) è íàîáîðîò.
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Çäåñü tpH(ā) îáîçíà÷àåò òèï òî÷êè a.
Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ 2.3 çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äâå àëãåáðû èçîòèïíû,

åñëè ìíîæåñòâà ðåàëèçóåìûõ òèïîâ íàä H1 è H2 ñîâïàäàþò. Ìîæíî ñêàçàòü ÷òî ýòè
àëãåáðû èìåþò îäèíàêîâóþ ëîãèêó òèïîâ. Íåêîòîðûå ññûëêè íà ïîíÿòèå èçîòèïè÷å-
ñêèõ àëãåáð ñîäåðæàòñÿ â [25], [24], [26], [27], [28], [38].

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì, ñì. [38].

Òåîðåìà 2. Àëãåáðû H1 è H2 ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíè èçîòèïíû.

Ýòî îçíà÷àåò ÷òî ìû ïðèøëè ê ïîíÿòèþ èçîòèïíîñòè àëãåáð ñëåäóÿ ëîãèêå
ïîíÿòèé ââåäåííûõ â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòî ïîíÿòèå çíà÷è-
òåëüíî ñèëíåå ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáð òàê êàê ó÷èòûâàåò ñîâïàäåíèå
èíäèâèäóàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ òî÷åê.

Ñëåäóþùàÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ãèïîòåçà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â [27], ñì. òàêæå
[13]. Ôàêòè÷åñêè, îíà óòâåðæäàåò ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
æåñòêîé ïî îòíîøåíèþ ê ëîãèêå òèïîâ. Åå ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè âäîáàâîê
ê ñîâïàäåíèþ ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé äâóõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ãðóïï ìû ïîòðåáóåì
ñîâïàäåíèå òèïîâ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê íàä ýòèìè ãðóïïàìè, òî â ñèëó ýòîãî äîëæ-
íû áûòü èñ÷åðïàíû âñå ñòåïåíè ñâîáîäû ïðèâîäÿùèå ê ðàçëè÷èþ ìåæäó ãðóïïàìè.
Ïðîáëåìà èçîòèïíîé æåñòêîñòè, (Á.Ïëîòêèí) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Ãèïîòåçà 1. Ëþáûå äâå èçîòèïíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ãðóïïû èçîìîðôíû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, çàäà÷à 2 ðåøåíà óòâåðäèòåëüíî äëÿ ìíîãèõ ãðóïï. Íåêî-
òîðûå ñëó÷àè ñîáðàíû â òåîðåìå 3 è â ïîñëåäóþùåì ñëåäñòâèè.

Òåîðåìà 3. Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè èçîòèïè÷åñêè æåñòêèõ ãðóïï:

• Êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ êî-õîïôîâà ãðóïïà èçîòèïè÷åñêè æåñòêàÿ â

êëàññå âñåõ ãðóïï, ñì. [38], [34].
• Âñÿêàÿ êîíå÷íî îïðåäåëåííàÿ õîïôîâà ãðóïïà èçîòèïè÷åñêè æåñòêàÿ â êëàññå

âñåõ ãðóïï, ñì. [34].
• Ïóñòü Θ - íåêîòîðîå ìíîãîîáðàçèå ãðóïï. Åñëè êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ñâîáîä-

íàÿ ãðóïïà â Θ õîïôîâà, òî îíà èçîòèïè÷åñêè æåñòêàÿ â êëàññå âñåõ ãðóïï,

ñì. [38].
• Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ìåòàáåëåâû ãðóïïû èçîòèïè÷åñêè æåñòêèå â êëàññå

âñåõ ãðóïï [13].
• Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå âèðòóàëüíî ïîëèöèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîòèïè÷åñêè æåñò-

êèå â êëàññå âñåõ ãðóïï [13].
• Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ èçîòèïè÷åñêè æåñò-

êèå â êëàññå âñåõ ãðóïï [34].
• Âñå ãðóïïû ïîâåðõíîñòåé, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåîðèåíòèðóåìûìè ïîâåðõíîñòÿìè

ãðóïïû ðîäà 1, 2 èëè 3 èçîòèïè÷åñêè æåñòêèå â êëàññå âñåõ ãðóïï [13].

Ñëåäñòâèå 2.5. Êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáñîëþòíî ñâîáîäíûå, ñâîáîäíûå àáåëåâû,

ñâîáîäíûå íèëüïîòåíòíûå, ñâîáîäíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû èçîòèïè÷åñêè æåñòêèå.

Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà èçîòèïè÷åñêè æåñòêàÿ.

Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ àôôèííàÿ ãðóïïà Êàöà � Ìóäè íàä êîíå÷íûì ïîëåì èçîòèïè-

÷åñêè æåñòêàÿ.

Ïðîáëåìà 1. Êàêîâû êëàññû èçîòèïíîñòè ïîëåé? Êîãäà äâà èçîòèïè÷åñêèõ ïîëÿ

èçîìîðôíû?
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Îòòàëêèâàÿñü îò ïîíÿòèé óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàçîâåì
äâå àëãåáðû ëîãè÷åñêè ïîäîáíûìè åñëè êàòåãîðèè îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ íàä ýòè-
ìè ìíîæåñòâàìè èçîìîðôíû. Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ êîãäà ëîãè÷åñêîå ïîäîáèå àëãåáð
ñâîäèòñÿ ê ëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî ê èçîòèïíîñòè àëãåáð. Êàê
èçâåñòíî, äëÿ ñëó÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäîáèÿ äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü âíóòðåííèå
àâòîìîðôèçìû êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ àëãåáð Θ0. Êàæäóþ ìíî-
ãîñîðòíóþ àëãåáðó Õàëìîøà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ àëãåáð Õàëìîøà
Hal0Θ []. Ýòà êàòåãîðèÿ èãðàåò äëÿ ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè ðîëü àíàëîãè÷íóþ òîé, êî-
òîðóþ êàòåãîðèÿ Θ0 èãðàåò äëÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ãèïîòåçà 2. Ïóñòü Θ0 êàòåãîðèÿ âñåõ ãðóïï. Òîãäà ëþáîé àâòîìîðôèçì êàòåãîðèè

Õàëìîøà Hal0Θ âíóòðåííèé.

Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî åùå îäíîé âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èñ-
ñëåäîâàíèå îáúåêòîâ óíèâåðñàëüíîé ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè äëÿ ðàçíûõ èíòåðåñíûõ
êîíêðåòíûõ ìíîãîîáðàçèé àëãåáð è îïðåäåëåíèå òî÷íîãî âèäà ñèíòàñè÷åñêè � ñåìàí-
òè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ äëÿ ýòèõ êàòåãîðèé. Ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ ìíîãîîáðàçèé ãðóïï,
àññîöèàòèâíûõ è ëèåâûõ àëãåáð, èìååòñÿ ìíîæåñòâî äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé, äëÿ êîòî-
ðûõ ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî íåÿñíà. Óêàæåì, íàïðìåð, ìíîãîîáðàçèå ïî÷òè-êîëåö, ñâÿ-
çàííîå ñ òðîïè÷åñêîé ãåîìåòðèåé, èëè ìíîãîîáðàçèå êâàçèãðóïï.

Îñòàíîâèìñÿ ÷óòü ïîäðîáíåå íà óíèâåðñàëüíîé ãåîìåòðèè íàä êâàçèãðóïïà-
ìè. Ýòîò âîïðîñ îñîáåííî èíòåðåñåí òåì, ÷òî êâàçèãðóïïû èìåþò ñâîè ñîáñòâåííûå
õîðîøî èçâåñòíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Íî êàê êâàçèãðóïïû âûãëÿäÿò ñ òî÷-
êè çðåíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëîãè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ýòîò
âîïðîñ àáñîëþòíî îòêðûò. Ïðåäëàãàåìàÿ ñòðóêòóðà èññëåäîâàíèÿ êâàçèãðóïï ñ ýòèõ
ïîçèöèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

• Èçîòèïíûå è èçîìîðôíûå êâàçèãðóïïû. Îñíîâû àëãåáðàè÷åñêîé è ëîãè÷åñêîé
ãåîìåòðèè êâàçèãðóïï.
• Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êâàçèãðóïï.
• Àâòîìîðôèçìû êàòåãîðèè ñâîáîäíûõ êâàçèãðóïï.
• Äîêàçàòü, ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû êàòåãîðèè ñâîáîäíûõ êâàçèãðóïï âíóòðåííèå.
• Òåîðåìà. Êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä äâóìÿ êâàçèãðóïïàìè èçî-
ìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà îíè ãåîìåòðè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
• Ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåòåðîâîñü äëÿ êâàçèãðóïï.
• Êîãäà äâå êâàçèãðóïïû ïîðîæäàþò îäíî è òî æå êâàçèìíîãîîáðàçèå?
• Èçîòèïíîñòü è ëîãè÷åñêîå ïîäîáèå äëÿ êâàçèãðóïï.
• Âåðíî ëè ÷òî äâå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå êâàçèãðóïïû èçîòèïíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè èçîòîïíû?
• Âåðíî ëè ÷òî äâå êâàçèãðóïïû ëîãè÷åñêè ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè èçîòèïíû?
• Ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è ëîãè÷åñêàÿ æåñòêîñòü äëÿ êâàçèãðóïï.
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