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Два юноши пришли к мудрецу с вопросом: “Один из
нас считает, что, как бы плохи ни были дела, всегда
есть свет в конце туннеля; другой же убежден, что
даже если дела идут хорошо, в какой-то момент все
полетит в пропасть. Кто из нас прав?”. “Оба правы,
и оба неправы, – ответил мудрец. – Все зависит от то-
го, какой угол наклона выбрал конструктор туннеля”.

Ко Бо Жень1

Вероятность того, что наугад выбранное животное –
панда, значительно возрастает, если выборка осу-
ществляется в пределах провинции Сычуань.

Б. Горкин-Перельман2

1. Введение

Данная статья преследует две основные цели. Во-первых, это краткий обзор
последних достижений в исследовании вербальных уравнений в простых мат-

ричных группах и полиномиальных уравнений в простых матричных алгебрах
(ассоциативных и лиевых). В этом отношении статью можно рассматривать
как продолжение работы [87], где была сделана попытка провести параллели

между различными постановками задачи, для групп и алгебр.

В центре нашего внимания изучение свойств образа рассматриваемого вер-
бального отображения. А именно, в идеале хотелось бы доказать, что этот
образ велик, т. е. отображение сюръективно или по меньшей мере доминантно

(в топологии Зариского или в “естественной” топологии). В последнем случае,
если сюръективность неизвестна, нас интересует “тонкая структура” образа.

Как обычно, слишком общая постановка (произвольное вербальное отобра-

жение на произвольной группе) редко приводит к содержательным результа-
там, поэтому стоит ограничиться расcмотрением достаточно широких классов
слов и групп. Нас особенно интересуют линейные алгебраические группы, где

для связных полупростых групп имеется теорема Бореля о доминантности [18].
Далее можно рассматривать специальные классы слов и/или полей определе-
ния. Первый подход приводит к впечатляющим результатам, обзор которых

можно найти, например, в нашей недавней работе [62].

1Занимательная философия, изд-во “Железная Пагода”, Кайфын, 1923.
2Занимательная зоология, изд-во “Желтая Река”, Кайфын, 1923.
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В данной работе мы рассматриваем специальные поля определения: ком-
плексное, вещественное, p-адические, конечные или близкие к таковым. (В ра-

боте [62] также содержится обзор некоторых недавних результатов, справедли-
вых в случае алгебраически замкнутого поля определения.)

Стоит также отметить, что случай конечного поля определения, естественно
включающий в себя уравнения в конечных группах типа Ли, широко обсуждал-

ся в литературе последних лет (см., например, [153]–[155], [125], [7]), в основном
вследствие удивительных успехов, связанных с применением алгебро-геомет-
рических методов и решением целого ряда старых задач, таких как проблема

Оре [114]). Гораздо меньше известно о матричных уравнениях над числовыми
полями и их кольцами целых, так же как и над полями p-адических, веществен-
ных и комплексных чисел (обзор некоторых результатов в этом направлении

см. в работах [154], [155], [5], [99]). Тем самым наша статья содержит боль-
ше вопросов, чем ответов, что очевидным образом указывает на младенческую
(если не эмбриональную) стадию развития данной области исследований.

Другая цель данной работы состоит в более детальном обсуждении некото-
рых ключевых результатов. При этом в некоторых случаях приводятся усовер-

шенствованные доказательства и, что более важно, определенные обобщения.
Особое внимание уделяется, как отмечено выше, изучению тонкой структуры
образа, с целью гарантировать наличие в образе некоторых “общих” или “спе-

циальных” элементов (регулярных полупростых, унипотентных и т. п.). Эти
части статьи читатель, заинтересованный только в общей картине, может опу-
стить.

Наше основное послание к читателю закодировано в двух эпиграфах. В пе-
реводе на математический язык первый из них гласит, что если мы рассматри-

ваем образ вербального отображения w : Gd → G, варьируя w и G, то этот об-
раз можно сделать сколь угодно большим (в рамках ограничений, вытекающих
из природы задачи), фиксируя w и увеличивая G, и, наоборот, сколь угодно

малым (опять же в рамках некоторых ограничений), фиксируя G и увеличи-
вая w (в статье мы называем такую ситуацию “отрицательно-положительной”).
Второй же эпиграф, грубо говоря, интерпретируется следующим образом: при

аккуратном определении изучаемого класса групп G случайное слово (если не
все слова) имеет большой образ (где понятия “случайный” и “большой” тоже
следует аккуратно определить).

Мы пользуемся стандартными обозначениями. Основные понятия, связан-
ные с вербальными отображениями, можно найти в монографии [150].

Начнем с нескольких наивных (и хорошо известных) примеров, которые, как
мы надеемся, позволят читателю почувствовать суть рассматриваемых проб-

лем. Сначала займемся извлечением квадратных корней в матричных группах.

Пример 1.1. Всегда ли уравнение x2 = g разрешимо в группе G = SL2(R)?
Разумеется, ответ “нет”. Например, из матрицы

g =

(
−4 0

0 −1/4

)
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нельзя извлечь квадратный корень в группе G: по теореме Жордана такой ко-

рень имел бы два комплексных собственных значения, одно ±2i, а другое ±i/2.
Это невозможно, так как эти значения должны быть сопряжены.

Из этой ситуации есть по меньшей мере два естественных выхода. Во-первых,
можно попытаться расширить поле определения и перейти к группе SL2(C).

Здесь находится другой контрпример: у матрицы

g =

(
−1 1

0 −1

)

нет квадратных корней в группе SL2(C), поскольку, все по той же теореме

Жордана, собственные значения у такого квадратного корня были бы либо оба
равны i, либо оба равны −i и определитель матрицы был бы равен −1 (а не 1,
как должно быть в группе SL2(C)). Эта трудность легко поправима: надо

просто профакторизовать группу SL2(C) по центру и рассмотреть присоеди-
ненную группу PSL2(C): в ней можно уже извлекать корни любых степеней
(то же самое можно проделать и в группе PSLm(C) для любого m > 2).

Удивительным образом этот выход до какой-то степени может ввести в за-
блуждение: он не работает для простых групп любого типа, кроме типа An.
Вот соответствующий результат.

Теорема 1.2 (Р. Стейнберг [163], П. Чаттерджи [31], [32]). Отображение

x 7→ xn сюръективно на G (K) (K – алгебраически замкнутое поле характери-

стической экспоненты p, G – связная полупростая алгебраическая K-группа)
тогда и только тогда, когда n взаимно просто с prz , где z – порядок центра

группы G , а r – произведение “плохих” простых чисел.

Здесь “плохие” простые числа берутся из множества {2, 3, 5} и зависят от

типа схемы Дынкина. Для всех типов, кроме типа An, число 2 – плохое, так
что квадратные корни извлекаются не всегда. В произвольной связной полу-
простой группе над C присоединенного типа корни степени n гарантированно

извлекаются тогда и только тогда, когда n и 30 взаимно просты.

Наблюдение 1.3. Еще один выход из ситуации примера 1.1 заключается
в следующем. Заменим группу SL2(C) на ее компактную форму SU2(C). Тог-
да извлечение квадратных корней более не составляет никаких проблем. Бо-

лее того, с помощью теории Ли можно извлекать корни любой степени в лю-
бой связной компактной вещественной группе Ли G, так как для такой груп-
пы экспоненциальное отображение exp: g → G сюръективно (см., например,

[41; следствие 2.1.2]). В самом деле, любой заданный элемент g ∈ G можно за-
писать в виде g = exp(a) и для любого целого n > 1 получить (exp(a/n))n = g.

В более общем контексте это наблюдение можно сформулировать следую-

щим образом: оказывается, сюръективность экспоненциального отображения
эквивалентна сюръективности всех отображений возведения в степень G → G,
g 7→ gn, в случае, если G – произвольная связная вещественная [129], [79]

или комплексная [31; гл. 6] линейная алгебраическая группа; в вещественном
случае детальное описание содержится в работах [40], [173], [34]; p-адический
случай исследован в статье [33]. Читателю, интересующемуся историей про-
блемы сюръективности экспоненциального отображения, восходящей к 19-му
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веку (Ф. Энгель, Э. Штуди), стоит заглянуть в работу [172]; в статье [38] можно
найти обзор современных исследований на эту тему, а в работе [81] – обобщения

на случай полугрупп Ли.

Разумеется, следует выйти за рамки этих примеров и обсуждать более об-
щие матричные уравнения. В данной статье мы ограничимся вербальными
уравнениями в группе G вида

w(x1, . . . , xd) = g, (1.1)

где w – элемент свободной группы с d образующими (групповое слово от d
букв), и полиномиальными уравнениями в алгебре A вида

P (X1, . . . , Xd) = a, (1.2)

где P – элемент свободной ассоциативной или лиевой алгебры с d образующи-

ми над полем k (ассоциативный многочлен или многочлен Ли, коэффициенты
которого суть скаляры из поля k). В обоих случаях правая часть уравнения
фиксируется, а решения ищутся среди наборов d элементов группы G (соот-

ветственно алгебры A ).

Это означает, что если, скажем, A – матричная алгебра, то мы рассматри-

ваем уравнения вида

XY − Y X = C,

но не вида

BX − XB = C или AX2 + BX + C = 0.

Последние уравнения гораздо труднее, и заинтересованному читателю стоит
прочесть, например, работы [53], [156]. Что касается вербальных уравнений

с константами, см. [60]–[62], [96] и приведенные в этих работах ссылки. См.
также краткий обзор в п. 7.6.

Во избежание недоразумений подчеркнем, что в нашей постановке решения
уравнения (1.1) ищутся в самой группе G, а не в большей группе, содержа-

щей G. Такая постановка является весьма распространенной, начиная с работ

Бернарда Ноймана [135]; см. введение к статье [96], обзор [148] и ссылки в этих
работах.

2. Вербальные уравнения в группах: сюръективность

Пусть w(x1, . . . , xd) – групповое слово от d букв, не представимое в виде

нетривиальной степени другого слова. Для любой группы G обозначим той же
буквой отображение подстановки

w̃ : Gd → G, (2.1)

определенное подстановкой набора (g1, . . . , gd) вместо (x1, . . . , xd) и последую-
щим вычислением значения w(g1, . . . , gd). Назовем w̃ вербальным отображени-
ем, индуцированным словом w. Пример 1.1 приводит к следующим естествен-
ным вопросам.
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Вопрос 2.1. Пусть G = G (K), где G – связная полупростая алгебраическая
группа. Является ли отображение w̃ сюръективным в случае, если

(i) K = C и G – группа присоединенного типа;

(i′) K = R и G – расщепимая K-группа присоединенного типа;

(ii) K = R и G – компактная группа?

Удивительным образом вопросы 2.1, (i), (i′), являются открытыми, даже
в простейшем случае G = PSL2(C), даже для слов в алфавите из двух букв.

Наивные попытки использовать теорию Ли не приводят к успеху даже в тех
случаях, когда экспоненциальное отображение сюръективно. Скажем, отобра-
жение g×· · ·×g → g, индуцированное лиевским многочленом, может оказаться

несюръективным, тогда как “то же самое” слово (где каждая скобка Ли [Xi, Xj ]
заменена на групповой коммутатор [xi, xj ] = xixjx

−1
i x−1

j ) может индуцировать

сюръективное отображение Gd → G. Вот конкретный пример такой ситуации:
отображение

P = [[[X, Y ], X], [[X, Y ], Y ]] : sl(2, C) × sl(2, C) → sl(2, C)

не является сюръективным [8], тогда как соответствующее отображение

(x, y) 7→ [[[x, y], x], [[x, y], y]]

сюръективно на PSL2(C) (вычисления в пакете МАГМА в [10; разд. 9].

Для некоторых конкретных слов имеются положительные результаты. Из
классических работ [141], [146] известно, что в предположениях вопроса 2.1

коммутаторное отображение сюръективно. В той же постановке образ любого
энгелева слова

w = [[x, y], y, . . . , y]

содержит все полупростые и все унипотентные элементы [59]. Из этого сле-
дует, что такие слова сюръективны на PSL2(C) (есть и другие доказательства
этого факта, см. [6], [95], [10], [62]). Некоторые другие классы слов от двух

переменных, для которых вербальное отображение сюръективно на PSL2(C),
были обнаружены в работе [10], см. также [60]–[62].

Что же касается вопроса 2.1, (ii), тут ситуация абсолютно иная.

2.1. Отрицательно-положительные результаты для компактных

вещественных групп. В предположениях вопроса 2.1, (ii), большинство из-

вестных к настоящему времени результатов могут быть названы отрицательно-
положительными. Отрицательные результаты получаются, когда фиксируется
группа и варьируется слово, а положительные результаты получаются, когда

фиксируется слово и увеличивается группа (см. первый эпиграф к статье).

Основной отрицательно-положительный результат для анизотропных форм

простых алгебраических групп над полем вещественных чисел, т. е. для связ-
ных компактных простых групп Ли [169; гл. 5.2] – это следующая теорема.

Теорема 2.2. (i) Пусть G – анизотропная форма простой линейной ал-

гебраической группы над вещественным полем R, и пусть G = G (R). Тогда на
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группе G существует нетривиальная метрика d(x, y) такая, что для любого

вещественного ε > 0 найдется слово w ∈ F2 такое, что

d(1, w̃(g1, g2)) < ε

для всех (g1, g2) ∈ G2 .
(ii) Пусть

1 6= w1(x1, . . . , xn) ∈ Fn, 1 6= w2(y1, . . . , ym) ∈ Fm, w = w1w2.

Тогда существует c = c(w1, w2) такое, что для любой простой линейной ал-

гебраической группы G лиева ранга > c и для G = G (R) вербальное отображе-

ние

w̃ : Gn+m → G

сюръективно.

Утверждение (i) – это теорема А. Тома [165]. На самом деле Том рассмат-
ривал группу G = SUm(C), слово w ∈ F2 и метрику d(x, y) = ‖x− y‖, где ‖ · ‖ –
операторная норма на унитарной группе. Однако для любой компактной груп-

пы G = G (R) можно зафиксировать ее точное представление ρ : G → SUm(C)
и рассмотреть ограничение метрики d(x, y) на группу ρ(G). Тогда соответству-
ющий результат для ρ(G) ≈ G получится, если мы рассмотрим ограничение

отображения
w̃ : SUm(C) × SUm(C) → SUn(C)

на ρ(G). Также вместо операторной нормы можно рассмотреть любую унитар-
но инвариантную норму, скажем, норму Фробениуса на пространстве квадрат-
ных матриц

Mm(C) > SUm(C) > G,

определенную формулой

‖xij}‖ =

√
∑

i,j

|xij |2

(она инвариантна относительно левого и правого умножения на матрицы из
группы SUm(C)).

Ниже мы приводим немного отличное доказательство утверждения (i), боль-

шей частью основанное на идеях работы [165].

Доказательство утверждения (i). Пусть ‖ · ‖ – унитарно инвариантная
норма на G. Обозначим через d индуцированную метрику. Для любого g ∈ G

положим
l(g) := d(1, g).

Тогда l(g) 6 c для любого g ∈ G, где c ∈ R – константа (так как G – компактная

группа). Из стандартных свойств метрики вытекает, что

l(hgh−1) = l(g) и l([g, h]) 6 2l(g)l(h)

для всех g, h ∈ G (детали см. в лемме 2.1 работы [165]).
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Следующее наблюдение является ключевым в доказательстве Тома. Для
группы G заданного лиева ранга r и для любого ε ∈ R>0 можно найти q = q(r, ε)

такое, что для любого элемента g ∈ G выполняется неравенство

l(gm) < ε (2.2)

при некотором 1 6 m = m(g) 6 q.

В самом деле, зафиксируем G и предположим, что для всякого положи-
тельного целого q неравенство l(gk) > ε выполняется для некоторого элемента
g ∈ G и для всех k 6 q. Пусть e < f 6 q. Поскольку ‖gx‖ = ‖x‖ для всех g ∈ G

и x ∈ Mm(C), получим

d(ge, gf ) = ‖ge − gf‖ = ‖ge(1 − gf−e)‖ = ‖1 − gf−e‖ > ε. (2.3)

Положим

Vt,ε :=

{

x ∈ G
∣
∣
∣ d(x, gt) <

1

2
ε

}

. (2.4)

Это измеримое множество относительно меры Хаара µ на группе G, и для

каждого t = 1, . . . , q имеем

µ(Vt,ε) = µ(V1,ε) > 0.

Из формул (2.4) и (2.3) вытекает, что множества µ(Vt,ε) не пересекаются. Сле-

довательно, для объединения Vq,ε =
⋃

t
Vt,ε ⊂ G имеем

µ(Vq,ε) =

q
∑

t=1

µ(Vt,ε) = qµ(V1,ε). (2.5)

Шар радиуса ε/2 – множество положительной меры, зависящей от ε. Тем са-
мым, из формулы (2.5) следует, что при достаточно большом q подмножество
Vq,ε ⊂ G будет иметь меру, превосходящую любое наперед заданное положи-

тельное число. Это противоречит компактности группы G.
Зададим последовательность слов в F2 формулами

w0 = [x, y], w1 = [w0, x], w2 = [w1, yw1y
−1], . . . ,

w2i−1 = [w2i−2, x
i], w2i = [w2i−1, yw2i−1y

−1], . . . .

Нетрудно видеть, что эта последовательность не содержит тривиальных слов.

Зафиксируем ε > 0. Найдется постоянная C > 1 такая, что l(g) 6 C для
любого g ∈ G (так как G компактна). Можно предположить, что ε < 1/(4C).
Найдется целое положительное q = q(r, ε/C) со следующим свойством: для

любого g ∈ G существует целое положительное m = m(g) 6 q такое, что

l(gm) <
ε

2C

(см. формулу (2.2)). Тогда для любого h ∈ G имеем

l(w2m−1(g, h)) = l([w2m−2(g, h), gm]) 6 2 l(w2m−2(g, h))
︸ ︷︷ ︸

6C

l(gm)
︸ ︷︷ ︸

<ε/(2C)

< ε,

l(w2m(g, h)) = l([w2m−1(g, h), hw2m−1(g, h)h−1])

6 2l(w2m−1(g, h))2 < 2ε2 < ε
2

4C
=

ε

2C
.
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Предположим теперь, что l(w2k(g, h)) < ε/(2C) для некоторого k > m. Тогда

l(w2(k+1)−1(g, h)) = l([w2k(g, h), gk+1]) 6 2 l(w2k(g, h))
︸ ︷︷ ︸

<ε/(2C)

l(gk+1)
︸ ︷︷ ︸

6C

< ε,

l(w2(k+1)(g, h)) = l([w2(k+1)−1(g, h), hw2(k+1)−1(g, h)h−1])

6 2l(w2(k+1)−1(g, h))2 < 2ε2 <
ε

2C
.

Таким образом, по индукции получим l(w2k(g, h)) < ε/(2C) для всех g, h ∈ G
и всех k > q. Утверждение (i) доказано.

Утверждение (ii) – это теорема Хуи–Ларсена–Шалева [82]. Его следует рас-
сматривать как важный шаг в направлении гипотезы Ларсена (которая, со-

гласно работе [149], была сформулирована в его докладе 2008 г. на заседании
Американского математического общества) о том, что любое вербальное отоб-
ражение на связной компактной простой вещественной линейной алгебраиче-

ской группе G достаточно большого ранга является сюръективным. Для неко-
торых слов эта гипотеза (в более слабой форме) была доказана в работе [45]
для унитарных групп.

Приведем набросок доказательства утверждения (ii), следуя работе [82].

Доказательство утверждения (ii). Каждый элемент группы G содер-
жится в T = T (R), где T – максимальный тор в G (напомним, что группа G

анизотропна и потому G не содержит унипотентных элементов). Обозначим
через NG(T ) нормализатор T в G. Имеем

NG(T )/T ≈ W,

где W – группа Вейля группы G (см. [66; 6.5.9]). Обозначим через ẇc ∈ NG(T )

прообраз элемента Кокстера.
Напомним, что если R – неприводимая система корней и

Π = {α1, . . . , αn} ⊂ R

– фиксированный набор простых корней, то элемент Кокстера группы W – это
любое произведение отражений wc =

∏

i

wαi
, где каждый корень αi ∈ Π появля-

ется ровно один раз (отражения wαi
в таком произведении можно записывать

в любом порядке); подробное описание см. в [23; V.6].
Имеем ẇ−1

c = σẇcσ
−1t0 для некоторых σ ∈ G и t0 ∈ T . Можно показать, что

любой элемент t ∈ T можно записать в виде

t = ẇc(sẇ
−1
c s−1)

для некоторого s ∈ T (см., например, [62]). Следовательно, любой элемент

T t−1
0 = T содержится в квадрате класса сопряженности элемента ẇc. Заметим,

что образ вербального отображения инвариантен относительно сопряжений.
Тем самым, чтобы доказать утверждение (ii), надо показать, что ẇc ∈ Im w̃′

для любого нетривиального слова w′ ∈ Fn и соответствующего вербального
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отображения w̃′ : Gn → G при условии, что лиев ранг группы G достаточно

велик относительно фиксированного слова w′.
Достаточно рассмотреть случаи, когда G – группа одного из классических

типов Ar, Br, Cr, Dr. Поскольку система корней Dr является подсистемой

и в Br, и в Cr, в любой группе G = G (C) типа Br или Cr есть подгруппа
G1 = G1(C) типа Dr. Более того, максимальная компактная подгруппа Ли
K1 6 G1 является также компактной подгруппой Ли в группе G и потому

содержится в максимальной компактной подгруппе Ли K группы G . Пусть
T – максимальный тор в K1. Заметим, что T совпадает с некоторым макси-
мальным тором в K , поcкольку группы G и G1 имеют одинаковый лиев ранг.

Любой элемент K сопряжен с элементом T , который является максимальным
тором в K1. Поэтому, доказав сюръективность отображения w̃ : K

n+m
1 → K1,

мы докажем сюръективность отображения w̃ : K n+m → K . Следовательно,

достаточно рассмотреть типы Ar, Dr.
Пусть G – простая односвязная группа типа Ar. Тогда

G = SUr+1(C).

Рассмотрим вербальное отображение

w̃ : SU2(C)n → SU2(C)

для произвольного нетривиального слова ω ∈ Fn. Образ этого отображения –
связное, компактное, нетривиальное (будучи плотным по Зарискому в силу
теоремы Бореля, см. теорему 3.2) подмножество группы SL2(C), содержащее

единицу. Пересечение максимального тора T ′ группы SU2(C) и множества
w̃(SU2(C)n) – также нетривиальное компактное подмножество T ′, содержащее
единицу. Значит, найдется d такое, что любой элемент t ∈ T ′ порядка > d

принадлежит w̃(SU2(C)n). Далее, пусть r + 1 > d, и пусть

ξ : SU2(C) → SUr+1(C)

– неприводимое унитарное представление группы SU2(C). Заметим, что это
представление получается в результате ограничения представления SL2(C) на

бинарных формах степени r (см., например, [75; предложение 4.11]). Обозна-
чим через ǫm произвольный примитивный корень из 1 степени m. Положим

t =

{

ǫr+1, если r + 1 нечетно,

ǫ2(r+1), если r + 1 четно.

Тогда набор собственных значений матрицы ξ(t) состоит из всех корней r+1
√

1,

если r + 1 нечетно, и из всех корней r+1
√

1, умноженных на фиксированный
корень ǫr

2(r+1), если r + 1 четно. Можно найти прообраз ẇc ∈ SUr+1(C) эле-
мента Кокстера wc, имеющий такой набор собственных значений. (Заметим,

что элемент Кокстера в группе SUr+1(C) соответствует мономиальной матрице
циклических перестановок ортогонального базиса.) Тогда ξ(t) сопряжен с ẇc

в SUr+1(C). В самом деле, обе матрицы унитарны и имеют один и тот же набор
собственных значений.
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Рассмотрим теперь нетривиальные вербальные отображения

w̃ : SUr+1(C)n → SUr+1(C), w̃ : SU2(C)n → SU2(C),

соответствующие одному и тому же слову w. Диаграмма

SU2(C)n

ξn

��

w̃
// SU2(C)

ξ

��

SUr+1(C)n w̃
// SUr+1(C)

где ξn((g1, . . . , gn)) := (ξ(g1), . . . , ξ(gn)), является коммутативной, так как и ξ,
и ξn коммутируют с вербальными отображениями. Тогда если ẇc лежит

в Im w̃ ◦ ξ, то ẇc ∈ Im w̃. Тем самым в случае Ar наше утверждение доказа-
но. Случай Dr разбирается с помощью похожих рассуждений, см. подробности
в разделе 2 работы [82]. Утверждение (ii) теоремы 2.2 доказано.

Замечание 2.3. Пусть G – произвольная анизотропная простая группа, оп-
ределенная над неархимедовым локальным полем k (тем самым группа обязана
принадлежать типу An). Напомним, что по теореме Брюа–Титса–Руссо (см.

короткое доказательство в статье [144]) группа G анизотропна тогда и только
тогда, когда группа G = G (k) компактна в топологии, индуцированной нор-
мированием поля k. Группа G изоморфна SL(1, D) – группе элементов приве-

денной нормы 1 тела D, определенного над k. Известно, что существует ряд
{Gi}∞i=0 из нормальных подгрупп Gi ⊳ G такой, что

G0 = G, [G0, G0] = G1, [G1, Gi] 6 Gi+1, . . . ,

причем

Gi ⊂ 1 + Pi
D, где Pi

D = {x ∈ D | vD(x) > i}
(здесь vD(x) = c−1vp(NrdD/k(x)) – неархимедово дискретное нормирование на
теле D, индуцированное неархимедовым дискретным нормированием vp на по-

ле k, c – индекс тела D, NrdD/k – приведенная норма; см. [147], [142; 1.4]).
Пусть теперь

‖x‖p := p−vD(x)

– соответствующая норма на D. Поскольку NrdD/k : G → k∗ – гомоморфизм
групп, норма ‖ · ‖p инвариантна относительно левого и правого умножения на
элементы группы G. Далее, пусть Fn – свободная группа ранга n. Положим

F 0
n := F, F 1

n := [F 0
n , F 0

n ], . . . , F i
n := [F 1

n , F i−1
n ], . . . .

Тогда для любого w ∈ F i
n и всех (g1, . . . , gn) ∈ Gn имеем неравенство

‖w̃(g1, . . . , gn) − 1‖p 6 p−i.

Тем самым феномен Тома можно наблюдать и для простых анизотропных
групп над неархимедовыми локальными полями.
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Замечание 2.4. Феномен Тома далее исследовался в работах [1], [6], где он
получил имя “почти тождество” в группe G.

Отметим также некоторые положительные результаты, полученные для не-

которых конкретных слов:

• всякое энгелево слово сюръективно на любой компактной группе G = G (R)
(см. [45] для SUn(C), [59] в общем случае);

• если w не принадлежит второй производной подгруппе F
(2)
2 , то для бес-

конечно многих n индуцированное вербальное отображение сюръективно на

группе SUn(C) [45].

2.2. Некомпактные вещественные группы. Для таких групп известно

немного. Следующий вопрос выглядит наиболее принципиальным.

Вопрос 2.5. Можно ли наблюдать феномен “почти тождеств” на неком-

пактной простой линейной алгебраической группе G , определенной над по-

лем R? Скажем, в расщепимой группе, определенной над R? Точнее, пусть
G = G (R)0/Z – связная компонента единицы в группе вещественных точек
группы G по модулю центра (G проста, см., например, [142; разд. 3.2]).

Существует ли нестепенное слово w (w 6= vk, k > 1), индуцирующее несюръ-

ективное отображение w̃ : G × · · · × G → G?

Вопрос открыт даже в случае G = SL2. Мы можем доказать лишь следую-
щее простое утверждение, обобщающее один из результатов работы [82].

Предложение 2.6. Пусть G = PSL2(R), и пусть w ∈ Fd – произвольное

нетривиальное слово. Тогда образ вербального отображения w̃ : Gd → G содер-

жит все расщепимые полупростые элементы. Более того, если Im w содер-

жит инволюцию, то Im w содержит все полупростые элементы группы G.

Доказательство. Для d = 1 утверждение очевидно. Далее нам понадо-
бится следующий факт, обобщающий одно из утверждений в доказательстве

теоремы 3.1 работы [82].

Лемма 2.7. Пусть L – бесконечное поле произвольной характеристики.
Пусть w̃ : SL2(L)n → SL2(L) – вербальное отображение, соответствующее

нетривиальному слову ω ∈ Fn . Тогда существует непостоянный многочлен

Φ(x, y) ∈ L[x, y] такой, что Φ(0, 0) = 2 и

Φ(α, β) ∈ Im tr ◦ w̃ для всех α, β ∈ L.

Доказательство. Предположим, что существуют g2, . . . , gn ∈ SL2(L) та-

кие, что ω(1, g2, . . . , gn) 6= 1. Тогда ω′ := ω(1, x2, . . . , xn) ∈ Fn−1 – нетривиаль-
ное слово, и доказательство завершается по индукции.

Поэтому далее мы можем предполагать, что ω(1, g2, . . . , gn) = 1 для всех
g2, . . . , gn.

Зафиксируем элементы g2, . . . , gn и возьмем элемент g1 вида

g1 =

(
1 y

x 1 + xy

)

, x, y ∈ L. (2.6)
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Тогда

g−1
1 =

(
1 + xy −y
−x 1

)

.

Значит,

tr ω̃(g1, g2, . . . , gn) = Φ(x, y)

– многочлен от двух переменных x, y над полем L. Предположим, что для
любых фиксированных g2, . . . , gn ∈ SL2(L) имеем Φ(x, y) ≡ c – постоянный

многочлен. Тогда c = 2 для любого g1, так как

Φ(0, 0) = tr w̃(1, g2, . . . , gn) = tr 1 = 2.

Поскольку любой нецентральный элемент группы SL2(L) сопряжен элементу

вида (2.6) (см. [47]), из равенства

tr w̃(g1, g2, . . . , gn) = 2

для всех g1, g2, . . . , gn ∈ SL2(L), где g1 – элемент вида (2.6), следует то же ра-

венство, но уже для всех g1, g2, . . . , gn ∈ SL2(L). Таким образом, образ отобра-
жения w̃ : SL2(L)n → SL2(L) состоит из унипотентных элементов. Поскольку
группа SL2(L) плотна по Зарискому в группе SL2(L) (где L – алгебраическое

замыкание поля L) [19; 18.3], образ отображения w̃ : SL2(L)n → SL2(L) так-
же состоит из унипотентных элементов, что противоречит теореме Бореля о
доминантности (см. ниже теорему 3.2). Следовательно, найдутся элементы

g2, . . . , gn ∈ SL2(L) такие, что

Φ(x, y) = tr w̃

((
1 y
x 1 + xy

)

, g2, . . . , gn

)

– непостоянный многочлен. Лемма доказана.

Нам потребуется следующая хорошо известная лемма.

Лемма 2.8. Пусть g ∈ SL2(R) – полупростой элемент, g 6= ±1. Он рас-

щепим тогда и только тогда, когда |tr g| > 2. Его порядок равен 4 тогда

и только тогда, когда tr g = 0.

Доказательство. Элемент g ∈ SL2(R) либо лежит в расщепимом торе
и тогда сопряжен с матрицей

(
α 0

0 α−1

)

, α ∈ R∗,

либо лежит в анизотропном торе и тогда сопряжен с матрицей

(
cosφ sin φ

− sin φ cosφ

)

, φ ∈ R.

В первом случае

| tr g| = |α + α−1| > 2.
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Во втором случае

| tr g| = 2| cos φ| 6 2.

Более того,

| tr g| = 0 ⇐⇒ cosφ = 0 ⇐⇒ порядок элемента g равен 4.

Лемма доказана.

Рассмотрим теперь вербальное отображение w̃ : SL2(R)d → SL2(R), соответ-
ствующее тому же слову w (мы по-прежнему обозначаем его w̃). Как и в до-
казательстве леммы 2.7, можно предполагать, что w(1, g2, . . . , gd) = 1 для всех

g2, . . . , gd.

Далее, пусть Φ ∈ R[x, y] – многочлен, удовлетворяющий условиям леммы 2.7

(здесь L = R). Заметим, что область значений непостоянного вещественного
многочлена состоит либо из всех вещественных чисел, либо из всех веществен-
ных чисел > r, либо из всех вещественных чисел 6 r для некоторого r ∈ R.

Поскольку

2 = tr w̃(1, g2) = Φ(0, 0),

то либо все элементы g ∈ SL2(R) со следом tr g > 2, либо все элементы со
следом tr g 6 2 принадлежат образу отображения w̃ : SL2(R)d → SL2(R) (см.

лемму 2.7). Поскольку для любого расщепимого полупростого элемента g груп-
пы SL2(R) имеем либо tr g > 2, либо tr(−g) > 2 (лемма 2.8), все расщепимые
полупростые элементы группы G = PSL2(R) принадлежат образу отображе-

ния Gd → G. Предположим теперь, что в образе отображения w̃ : SL2(R)d →
SL2(R) есть элемент порядка 4 (очевидным образом, это эквивалентно нали-
чию элемента порядка 2 в образе вербального отображения w̃ : PSL2(R)d →
PSL2(R)). Тогда согласно леммам 2.7 и 2.8 либо все элементы g ∈ SL2(R) со
следом tr g > 0, либо все элементы со следом tr g 6 0 лежат в образе отоб-
ражения w̃ : SL2(R)2 → SL2(R), и поэтому все полупростые элементы лежат

в образе отображения w̃ : PSL2(R)d → PSL2(R). Предложение 2.6 доказано.

Замечание 2.9. Компактный и некомпактный случаи могут существенно
отличаться друг от друга и с точки зрения применимости различных методов.
Например, в компактном случае можно пытаться обнаружить несюръектив-

ность вербального отображения с помощью гомологических методов. В самом
деле, обозначим

M = G (R) × · · · × G (R), N = G (R), m = dimR N

и в предположении компактности группы N рассмотрим индуцированное отоб-

ражение групп гомологий

w∗ : Hm(M) → Hm(N)

(с произвольными коэффициентами, так как и M , и N ориентируемы, как
и всякая группа Ли). Если w∗ – ненулевое отображение, то отображение w̃ обя-
зано быть сюръективным, иначе оно пропускалось бы через N ′ = N \ {точка}.
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Это привело бы нас к противоречию: Hm(N ′) = 0, поскольку N ′ не являет-

ся компактным множеством (см., например, предложение 3.29 в книге [76]).
Очевидно, такой подход мог бы работать только в компактном случае, когда
Hm(N) 6= 0 (см., например, теорему 3.26 в [76]). (Мы признательны Е. И. Шу-

стину за это наблюдение.)

В статье [96] описаны другие топологические методы исследования вербаль-
ных отображений.

Далее, в предположении, что ответ на вопрос 2.1 отрицательный, можно
поинтересоваться наличием препятствий к сюръективности, которые можно

было бы обнаружить на уровне вещественных точек.

Вопрос 2.10. Пусть G – связная простая линейная алгебраическая веще-

ственная группа присоединенного типа. Пусть G = G (R)0 – связная компонен-
та единицы в группе вещественных точек. Существует ли нестепенное слово
w (w 6= vk, k > 1) такое, что отображение G × · · · × G → G сюръективно,

а отображение G (C) × · · · × G (C) → G (C) несюръективно?

Отметим, что для степенных слов описанная в этом вопросе ситуация вполне

реальна. К примеру, рассмотрим слово w = x2 и компактную форму G простой
группы типа B, C или D. Тогда отображение возведения в квадрат сюръективно
на G (см. наблюдение 1.3), но не на G (C) (см. теорему 1.2).

3. Вербальные уравнения с общей правой частью

Поскольку вопрос 2.1, (i), открыт, а на вопрос 2.1, (ii), получен отрицатель-
ный ответ, следует решить для себя, как изменить стратегию исследования
уравнения (1.1). В этой связи процитируем принцип 2.18 из работы [98] (пере-

именовав его и надеясь на снисходительное отношение читателя к самоцитиро-
ванию).

Принцип панды. Разумное свойство разумного математического объекта,
лежащего в разумном классе объектов, если и не всегда выполняется, то будет
выполняться по крайней мере для объекта в общем положении при условии, что

изучаемый класс при необходимости можно надлежащим образом расширить
или сузить.

В еще более расплывчатых терминах этот принцип сформулирован во вто-
ром эпиграфе к данной статье.

Замечание 3.1. В нашей постановке дух этого принципа состоит в решении
уравнения (1.1) для “общего” элемента g группы G, когда G пробегает либо один

и тот же класс групп, а именно класс (групп рациональных точек) простых
линейных алгебраических групп присоединенного типа (так что мы остаемся
в границах провинции Сычуань), либо некоторый более широкий класс (так

что мы пытаемся расширить ареал).

Разумеется, проблемы становятся осмысленными только после того, когда
термин “общий (а также другие часто используемые эвфемизмы, такие как
“случайный” , “типичный” и т. п.) заменяется некоторым точно определенным
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понятием. Заметим, что ответы на поставленные вопросы могут сильно за-

висеть от выбора такого определения. Имеется много разных возможностей,
и мы не собираемся обсуждать их в данной статье, отсылая читателя к бога-
тейшей литературе на эту тему. Упомянем лишь работы М. Громова [67], [69],

А. Ю. Ольшанского [139], Я. Олливье [138], И. Каповича и П. Шуппа [92], [93],
Н. М. Данфилда и У. П. Тёрстона [39], М. Ярдена и А. Лубоцкого [74], Ю. Лю
и М. М. Вуд [116], из которых можно почерпнуть немало материала для срав-

нения различных подходов к понятию случайности в группах.
В любом случае невозможно не упомянуть единственный общий результат

такого типа, теорему А. Бореля.

Теорема 3.2 [18]. Пусть K – произвольное поле, G – связная полупростая

линейная алгебраическая группа, определенная над K , и w 6= 1. Тогда соот-

ветствующее вербальное отображение w̃ : G d → G доминантно.

Напомним, что это означает, что образ отображения содержит открытое по
Зарискому плотное подмножество (т. е. уравнение (1.1) с “типичной” правой

частью разрешимо).
Этот результат имеет важное следствие: если G и w такие, как в теоре-

ме Бореля, и поле K алгебраически замкнуто, то вербальная ширина группы

G = G (K) не превосходит 2, т. е. любой элемент g ∈ G представим в виде
произведения не более двух значений слова w.

Замечание 3.3. Сопоставляя теорему Бореля с примером Тома, мы немед-
ленно убеждаемся в необходимости уточнить сформулированный выше прин-

цип панды: ответ на вопрос, является ли панда типичным для провинции Сы-
чуань животным, может зависеть от того, что понимается под “типичным”.
В самом деле, пример Тома показывает, что для некоторых слов w все пан-

ды (унитарные матрицы из образа вербального отображения, индуцированно-
го словом w) живут внутри ε-окрестности единичной матрицы, так что Том не
назвал бы их типичными. А Борель, возможно, назвал бы: ведь ε-окрестность

плотна по Зарискому!

Замечание 3.4. В духе отрицательно-положительных результатов из пре-
дыдущего раздела можно надеяться на то, что образ любого вербального отоб-
ражения на компактной группе G велик, если достаточно велик лиев ранг G.

Более конкретно, стоит упомянуть следующую теорему плотности, которую
можно рассматривать как метрический аналог гипотезы Ларсена.

При заданном ε > 0 будем говорить, что подмножество Y метрического

пространства X является ε-плотным, если расстояние от любой точки x ∈ X
до подмножества Y не превосходит ε. Пусть G = SUn(C). Пусть

drk(g, h) :=
rk(g − h)

n

oбозначает нормализованную ранговую метрику. Я. Шнайдер и А. Том [149]

доказали, что при заданном ε > 0 и нетривиальном слове w ∈ Fd найдет-
ся целое N , зависящее от ε и w, такое, что образ вербального отображения
w̃ : SUn(C)d → SUn(C) является ε-плотным в нормализованной ранговой мет-
рике для всех n > N .
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Зададимся теперь вопросом, что происходит за пределами провинции Сычу-

ань, и попытаемся расширить границы.

Прежде всего заметим, что сверхоптимистический подход имеет мало шан-
сов на успех, в том смысле, что образ “типичного” вербального отображения
“не слишком велик”. Чтобы немного уточнить это весьма расплывчатое утвер-

ждение, удобно воспользоваться понятием ширины.

Определение 3.5. Пусть G – произвольная группа, а w ∈ Fd – произволь-
ное слово. Для любого элемента g ∈ G определим его w-длину как наименьшее
k ∈ N ∪ ∞ такое, что g представим в виде произведения k значений отображе-

ния w̃ : Gd → G.

Тогда w-ширина группы G определяется так:

wdw(G) := sup
g∈G

ℓw(g).

Располагая этим понятием, можно грубо оценить, насколько велик образ
вербального отображения на группе G в ситуации, когда нет ни сюръективно-
сти, ни доминантности (или когда неизвестно, выполняются ли эти свойства,

или же когда доминантность не имеет смысла): неформально говоря, чем мень-
ше w-ширина группы G, тем больше образ отображения w̃ : Gd → G.

Первый заслуживающий упоминания результат в этом направлении принад-
лежит А. Мясникову и А. Николаеву [133]: для любого слова w любая (неэле-

ментарная) гиперболическая группа имеет бесконечную w-ширину. Согласно
А. Ю. Ольшанскому, гиперболические группы являются “общими” в классе всех
групп, так что типичная группа имеет бесконечную вербальную ширину.

Сделаем более скромную попытку. Скажем, в теореме Бореля попробуем
заменить “алгебраическую группу” на “группу Ли”. Тогда упомянутое выше
утверждение о вербальной ширине более не будет иметь места. В самом деле,

рассмотрим коммутаторное слово w = [x, y]. Тогда другая теорема А. Бореля
препятствует слишком далеко идущим обобщениям.

Теорема 3.6 [20]. Пусть G – связная полупростая группа Ли. Тогда G
имеет конечную коммутаторную ширину в том и только том случае, когда

ее центр конечен.

В частности, универсальная накрывающая S̃L2(R) группы SL2(R) имеет бес-

конечную коммутаторную ширину (это утверждение приписывается Дж. Мил-
нору, мы цитируем его по работе [171]).

Замечание 3.7. Сделаем еще попытку, настаивая на простоте группы G.
Имеются простые группы бесконечной коммутаторной ширины (Ж. Барж

и Э. Жис [11] (бесконечно порожденная), А. Муранов [132] (конечно порож-
денная), П.-Э. Капрас и К. Фудзивара [30] (конечно представимая), Э. Финк
и А. Том [49] (конечной палиндромической ширины)). Есть и примеры групп G,

для которых wdw(G) ∈ N может быть сделана сколь угодно большой при варьи-
ровании w (см. [132] и раздел 5 настоящей статьи). В последнем случае такие
примеры можно получить с помощью теоремы 2.2, (i). Интересно, существу-
ют ли такие примеры среди простых компактных алгебраических групп над
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неархимедовыми локальными полями. Общий результат А. Хайкина-Запирай-
на [84] указывает на то, что в таких группах w-ширина конечна для любого

нетривиального слова w, но не говорит, можно ли ее сделать сколь угодно
большой. В этой связи см. вопрос 2.1.

Дальнейшая разработка геометрических идей работы [11] привела к новым

примерам такого рода (см., например, [51]). Однако есть несколько классов
простых групп, естественно возникающих в топологическом контексте (см., на-
пример, [167]), в которых каждый элемент является коммутатором. Было бы

интересно продолжить исследование более общих вербальных отображений на
таких группах, особенно в связи с их глубокими геометрическими свойствами.
Заинтересованный читатель может обратиться к работам [26], [166], [28], [100]

и статьям из соответствующих списков литературы.

Замечание 3.8. Несколько более успешная попытка обобщения теоремы
Бореля о доминантности была предпринята в работе [62], где класс изучаемых
линейных алгебраических групп был расширен с полупростых до совершенных.

Напомним, что группу называют совершенной, если она совпадает со своим
коммутантом. Пусть K есть C (или произвольное алгебраически замкнутое
поле характеристики 0). Пусть G – совершенная группа, определенная над K,

и пусть G = G (K). Мы будем отождествлять G и G . Обозначим через U унипо-
тентный радикал группы G, тогда G/U – полупростая алгебраическая группа,
определенная над K. По теореме Мостова [131] (современное изложение мож-

но найти, например, в [78; теорема VIII.4.3], [36; предложение 5.4.1]) найдется
замкнутая линейная алгебраическая подгруппа H группы G (подгруппа Леви),
изоморфная группе G/U . (Равносильное условие – наличие разложения груп-

пы G в полупрямое произведение G = HU .) Все подгруппы Леви сопряжены.
Зафиксируем одну из них и будем впредь всюду обозначать ее через H.

Пусть

U1 = U, U2 = [U, U1], . . . , Ui = [U, Ui−1], . . . , Ur+1 = {1}

– нижний центральный ряд группы U , и пусть Vi = Ui/Ui+1 – его факто-

ры. Тогда можно рассматривать Vi как K[H]-модуль (в самом деле, действие
H на Vi, индуцированное сопряжением на U элементами группы G, является
K-линейным, так как K – поле характеристики 0).

Назовем K[H]-модуль M аугментативным, если у него нет K[H]-факто-
ров M/M ′, на которых H действует тривиально. Если G – совершенная группа,
то V1 – аугментативный K[H]-модуль [64], [67].

Будем говорить, что G – прочная совершенная группа, если модуль Vi ауг-
ментативный для любого i. (Если класс нильпотентности группы U равен 1,
т. е. если U – абелева группа, то всякая совершенная группа G является проч-

ной.)
Будем говорить, что G – строго прочная совершенная группа, если для

любого i пространство Vi не содержит нененулевых T -инвариантных векторов

(здесь T обозначает максимальный тор группы G).
Тогда имеется следующий аналог теоремы Бореля [62]:
(i) если группа G – строго прочная, то для любого нетривиального слова

w ∈ Fd отображение w̃ : Gd → G доминантно;
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(ii) если группа G – прочная, то для любого

w = w1(x1, . . . , xn)w2(y1, . . . , yk) ∈ Fn+k, w1, w2 6= 1,

отображение w̃ : Gn+k → G доминантно.

Было бы интересно исследовать случай совершенных групп до конца.

Вопрос 3.9. Существуют ли совершенная K-группа G и нетривиальное
слово w ∈ Fd такие, что вербальное отображение

w : (G (K))d → G (K)

не является доминантным?

Замечание 3.10. В том же духе, пытаясь расширить границы еще дальше,
можно рассмотреть группу Кремоны G0 = Cr(2, K) (группу бирациональных
автоморфизмов проективной плоскости P2

K), где K – алгебраически замкнутое

поле (скажем, K = C). Во многих отношениях группа G0 похожа на про-
стую линейную алгебраическую группу (см. статьи Ж.-П. Серра [151], [152]).
Это и подходящий кандидат для изучения вербальных отображений. Причина

состоит в том, что, хотя она не проста как абстрактная группа (см. [29] для
K = C и [117] для произвольного K), она является простой топологической
группой относительно нескольких естественных топологий. Ж. Бланк [14] уста-

новил этот факт для топологии типа Зариского, введенной Ж.-П. Серром [152],
а Ж. Бланк и С. Циммерманн [16] разобрали случай локального поля K и ев-
клидовой топологии (введенной в работе [15]). Так как в последнем случае

группа G0 может не быть даже совершенной (см. [174] для случая K = R), то
мы полагаем G := [G0, G0].

Возникают следующие естественные вопросы.

Вопрос 3.11. Пусть w ∈ Fd – нетривиальное слово.

(i) Является ли отображение w̃ : Gd → G доминантным в топологии Зари-
ского?

(ii) Пусть K – локальное поле. Является ли отображение w̃ : Gd → G доми-
нантным в евклидовой топологии?

Что касается проблем сюръективности, оснований для особого оптимизма

нет, даже в простейшем случае степенных слов. Скажем, если K – конеч-
ное поле, то порядки элементов группы G ограничены (см. подробности в ста-
тье [151]), и поэтому существуют несюръективные степенные отображения. Бо-

лее того, это наблюдение можно распространить и на случай, когда K алгеб-
раически замкнуто: в этом случае группа G содержит элементы g, не являю-
щиеся бесконечно делимыми (например, таким свойством обладают элементы

бесконечного порядка, не сопряженные никакому элементу группы GL2(K)),
и поэтому существуют степенные отображения, образ которых не содержит g;
см. подробности (приведенные Бланком) в [126].

Тем не менее для нестепенных слов следующий вопрос представляется вполне
осмысленным.
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Вопрос 3.12. Пусть w ∈ Fd – нестепенное слово. Может ли отображение
w̃ : Gd → G не быть сюръективным?

Авторов не слишком бы удивило, если бы процитированные выше замеча-

тельные результаты помогли помочь, с одной стороны, в поиске нетривиальных
слов, индуцирующих несюръективные отображения, а с другой стороны, в до-
казательстве теорем борелевского типа.

Можно задать и более общий вопрос.

Вопрос 3.13. Существуют ли локально компактная топологическая груп-

па G, простая по меньшей мере как топологическая группа, и слово w =
w(x1, . . . , xd), не представимое в виде нетривиальной степени другого слова
такие, что соответствующее вербальное отображение w̃ : Gd → G не является

сюръективным, но образ его плотен?

4. Тонкая структура образа вербального отображения

Рассмотрим ситуацию, когда не известно, является ли вербальное отображе-
ние сюръективным. Попытаемся понять более тонкие свойства образа. В част-
ности, нас интересует наличие в образе элементов определенного типа: полу-

простых (желательно в изобилии) или унипотентных. Эти случаи абсолютно
различны и требуют различных методов исследования.

Начнем со случая групп типа Ли ранга 1, который на самом деле является

ключевым.

4.1. Поиск полупростых элементов в группах лиева ранга 1. Пусть
H = SL2(L), где L ⊂ K – бесконечное подполе алгебраически замкнутого по-
ля K. Так как SL2 – связная редуктивная группа, H плотна в G = SL2(K).

Тем самым w̃(Hd) – плотное подмножество в w̃(Gd).
Тогда, согласно [10] (см. также [62]), множество w̃(Hd) содержит бесконеч-

но много представителей различных классов сопряженности группы G. Этот

факт был доказан (другим методом) и использован в работе [82]. В той же
работе было доказано, что множество w̃(Hd) содержит бесконечно много пред-
ставителей расщепимых полупростых классов сопряженности группы G, если

R ⊂ L или Qp ⊂ L. Ниже мы приводим обобщение этого результата.
Прежде всего определим класс рассматриваемых полей.

Определение 4.1. Назовем поле квадратично скудным, если оно допускает
лишь конечное число различных квадратичных расширений.

Заметим, что поля R и Qp – квадратично скудные. В случае, когда полем
определения является R, предложение 2.6 гарантирует, что все расщепимые
полупростые элементы группы PSL2(R) лежат в образе любого нетривиального

вербального отображения. Естественно попытаться обобщить этот факт на
другие поля определения.

Замечание 4.2. Пусть F – квадратично скудное поле характеристики 0.
Тогда найдется конечное множество простых чисел (конечных точек поля Q)

S′

F = {p1, . . . , pr}
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таких, что S′

F ∪ {−1} – это базис группы Q∗/(Q∗ ∩ F ∗2). Таким образом, для
любого целого числа s либо

√
s ∈ F , либо

s ≡ ±pa1

1 pa2

2 · · · par

r mod (Q∗ ∩ F ∗2),

где ai = 0, 1 и ai0 = 1 хотя бы для одного i0 6 r.

Обозначим через p∞ архимедову точку поля Q и положим

SF = S′

F ∪ {p∞}.

Теорема 4.3. Пусть L – поле характеристики 0, содержащее квадратич-

но скудное подполе. Пусть G = SL2(L), и пусть w̃ : Gd → G – вербальное

отображение, индуцированное нетривиальным словом w ∈ Fd . Тогда w̃(Gd)
содержит бесконечно много представителей различных расщепимых полупро-

стых классов сопряженности группы G.

Замечание 4.4. Хорошо известно, что класс сопряженности расщепимо-
го полупростого элемента группы SL2(L) однозначно определен значением его

следа.

Доказательство теоремы 4.3. До определенной степени мы следуем иде-
ям доказательства леммы 3.2, (ii), работы [82].

По лемме 2.7 найдется непостоянный многочлен Φ(x, y) ∈ Q[x, y] такой, что

Φ(0, 0) = 2 и
Φ(α, β) ∈ Im tr ◦ w̃ для любых α, β ∈ Q.

Тогда можно найти рациональное число β такое, что f(x) := Φ(x, β) – непосто-
янный многочлен и

f(α) ∈ Im tr ◦ w̃ для любого α ∈ Q.

Положим

XL :=
{
r = f(q) | q ∈ Q,

√

f(q)2 − 4 ∈ L
}
.

Лемма 4.5. Предположим, что XL – бесконечное множество. Тогда вы-

полняется утверждение теоремы 4.3.

Доказательство. Пусть q ∈ Q. Тогда f(q) = tr g для некоторого элемен-
та g ∈ Im w̃. Можно предположить, что f(q) 6= ±2. Тогда g – расщепимый

полупростой элемент в группе SL2(L) в том и только том случае, когда

√

(tr g)2 − 4 ∈ L.

Более того, если tr g1 6= tr g2 для g1, g2 ∈ SL2(L), то g1, g2 принадлежат раз-
ным классам сопряженности в SL2(L). Таким образом, если множество XL

бесконечно, то Im w̃ содержит бесконечно много расщепимых полупростых эле-

ментов, принадлежащих различным классам сопряженности в SL2(L). Лемма
доказана.

Очевидно, можно предполагать, что само поле L является квадратично скуд-
ным. Пусть S – конечное множество точек, содержащее p∞.
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Лемма 4.6. Найдется бесконечное множество V ⊂ Q такое, что для лю-

бых p ∈ S и q ∈ V имеем
√

f(q)2 − 4 ∈ Qp.

Доказательство. Пусть

Ψ(x, y, z) = cxr − cys + zφ(y, z) ∈ Q[x, y, z], где c 6= 0.

Для любого p ∈ S уравнение Ψ(x, y, z) = 0 задает поверхность XQp
в аффинном

пространстве A3
Qp

. Поскольку для a = (1, 1, 0) мы имеем

Ψ(a) = 0 и

(
∂Ψ

∂x

)

a

6= 0,

по теореме о неявной функции найдутся окрестность точки a в A3
Qp

:

Up,a = Ux
p,1 × Uy

p,1 × Uz
p,0,

где

Ux
p,1 = {α ∈ Qp | ‖α − 1‖p < ε},

Uy
p,1 = {β ∈ Qp | ‖β − 1‖p < ε},

Uz
p,0 = {γ ∈ Qp | ‖γ‖p < ε},

ε ∈ R>0, и гладкая непрерывная функция относительно топологии, индуциро-

ванной естественной топологией поля Qp:

θp : Uy
p,1 × Uz

p,0 → Ux
p,1,

такие, что

(θp((β, γ)), β, γ) ∈ XQp
для любых β ∈ Uy

p,1, γ ∈ Uz
p,0. (4.1)

Положим

Uy
S,1 =

∏

p∈S

Uy
p,1, Uz

S,0 =
∏

p∈S

Uz
p,0.

Множества Uy
S,1 и Uz

S,0 суть окрестности 1 и 0 в
∏

p∈S

Qp соответственно. Так как

подмножество Q ⊂
∏

p∈S

Qp плотно в
∏

p∈S

Qp по теореме о слабой аппроксимации,

множества Q ∩ Uy
S,1 и Q ∩ Uz

S,0 бесконечны. Более того, множество

V :=

{

q ∈ Q
∣
∣
∣ q =

qy

qz
, qy ∈ Q ∩ Uy

S,1, 0 6= qz ∈ Q ∩ Uz
S,0

}

бесконечно (в самом деле, для любого p ∈ S значения ‖qy‖p ограничены, а зна-
чение ‖qz‖p можно сделать меньше любого наперед заданного положительного
числа ε ∈ R).
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Пусть

f(t) = c0t
d + c1t

d−1 + · · · + cd

(мы переименовали переменную x в t). Положим t = y/z. Тогда

c2
0x

2d

z2d
−

(

f

(
y

z

)2

− 4

)

=
c2
0x

2d − c2
0y

2d + zφ(y, z)

z2d

для некоторого φ(y, z) ∈ Q[y, z]. Положим

Ψ(x, y, z) = c2
0x

2d − c2
0y

2d + zφ(y, z).

Для любого p ∈ S из формулы (4.1) получим, что для любых qy ∈ Q ∩ Uy
S,1

и qz ∈ Q∗ ∩ Uz
S,0

c2
0q

2d
y − qzφ(qy, qz)

q2d
z

︸ ︷︷ ︸

=f(qy/qz)2−4

=
c2
0θp(qy, qz)

2d

q2d
z

∈ Q∗2
p . (4.2)

Таким образом, из формулы (4.2) и определения множества V получим утвер-
ждение леммы.

Вернемся к доказательству теоремы 4.3. Положим S := SL и

X
′

L := {r = f(q) | q ∈ V }.
Тогда X ′

L – бесконечное множество положительных рациональных чисел (по
лемме 4.6).

Лемма 4.7. X ′

L ⊂ XL.

Доказательство. Пусть r ∈ X ′

L. Положим

s := r2 − 4 =
c

d
, где (c, d) = 1.

Так как p∞ ∈ SL = S, имеем
√

s ∈ Qp∞
= R,

и потому s > 0. Введем следующее обозначение:

s̄ := бесквадратная часть целого числа sd2 = cd.

Тогда

Q(
√

s ) = Q(
√

s̄) и Qp(
√

s ) = Qp(
√

s̄) для любого p ∈ S.

Так как s – квадрат в Qp для всех p ∈ S (лемма 4.6), то в разложении

s̄ ≡ pa1

1 pa2

2 . . . pan

n mod(L∗2 ∩ Q)

получим ai = 0 для всех i (см. замечание 4.2). Значит,
√

s̄ ∈ L согласно опре-
делению множества S = SL. Мы доказали включение X ′

L ⊂ XL. Лемма

доказана.

Утверждение теоремы 4.3 следует теперь из лемм 4.5, 4.6, 4.7.

Замечание 4.8. Вероятно, внеся должные изменения, теорему 4.3 можно
распространить на случай, когда L – поле положительной характеристики.
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4.2. Поиск унипотентных элементов в группах лиева ранга 1. Уди-
вительным образом эта ситуация намного сложнее даже в случае G = SL2(C)

(см. вопрос 2.1, (i)). Поскольку все унипотентные элементы сопряжены, для
того чтобы гарантировать наличие всех унипотентных элементов в образе вер-
бального отображения w̃ : Gd → G, достаточно доказать это для одного-единст-

венного элемента

u =

(
1 1
0 1

)

.

Однако на сегодняшний день это известно только для некоторых семейств вер-
бальных отображений. Основные подходы, опробованные на данный момент,
основаны либо на

(i) вложении Магнуса (см. [10]), либо на

(ii) рассмотрении многообразий представлений групп с одним соотношени-
ем F2/〈w〉 (см. [60], [61]).

Мы опускаем подробности, отсылая читателя к цитированным выше работам

и ограничиваясь наброском основных идей.

Первый подход основан на следующей конструкции Магнуса (точнее, на
некоторой ее модификации, см. [122] и [170]). Сначала каждой образующей xi

группы Fd ставится в соответствие верхнетреугольная матрица с определите-

лем 1,
(

ti si

0 t−1
i

)

,

над кольцом Rd = Z[t1, t
−1
1 , . . . , td, t

−1
d , s1, . . . , sd]. В цитированных выше рабо-

тах показано, что это соответствие продолжается до вложения группы Fd/F
(2)
d

в группу B(Rd) унимодулярных верхнетреугольных матриц над кольцом Rd

(здесь F
(2)
d обозначает вторую производную подгруппу группы Fd). Для по-

ля K степени трансцендентности не менее 2d над Q это задает вложение груп-
пы Fd/F

(2)
d в B(K), группу унимодулярных верхнетреугольных матриц над

полем K. Пусть w ∈ F
(1)
d \ F

(2)
d . Тогда вербальное отображение

w̃ : B(C)d → U(C) := [B(C), B(C)]

сюръективно. Для любого L 6 C подгруппа B(L) плотна в B(C). Следова-
тельно, w̃(B(L)) содержит неединичный элемент. Таким образом, в w̃(SL2(L))
есть унипотентный элемент. Наличие унипотентных элементов для слов w ∈
Fd \ F

(1)
d очевидно (достаточно ограничить w̃ на U(L)). Таким образом, имеем

следующий факт, доказанный Т. Бандман и Ю. Г. Зархиным.

Теорема 4.9 [10]. Пусть L – поле характеристики 0, и пусть w ∈ Fn\F (2)
n .

Пусть G = SL2(L), и пусть w̃ : Gn → G – соответствующее вербальное отоб-

ражение. Тогда множество Im w̃ содержит нетривиальный унипотентный

элемент.

Второй подход основан на изучении структуры многообразия представлений

R(Γw, SL2(C)) = {ρ : Γw → SL2(C)}.
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А именно, его можно отождествить с

Ww = {(g1, . . . , gd) ∈ Gd | w̃(g1, . . . , gd) = 1}

(см. [120; с. 4]) и вложить в

Tw = {(g1, . . . , gd) ∈ Gd | tr w̃(g1, . . . , gd) = 2}.

Таким образом, Tw – многообразие элементов γ в Gd таких, что w̃(γ) – унипо-
тентный элемент группы G. Очевидно, что Ww ⊆ Tw. Тогда

Ww 6= Tw =⇒ все унипотентные элементы лежат в Im w̃. (4.3)

Рассмотрим неприводимые компоненты этих многообразий. Все компонен-
ты Tw имеют размерность 3d−1. Следовательно, если Ww содержит компонен-
ту меньшей размерности, из этого следует, что она строго содержится в некото-

рой компоненте многообразия Tw, так что образ w̃ содержит все унипотентные
элементы группы G.

Этот метод требует массивных вычислений, так что чем длиннее слово w,

тем быстрее достигается предел вычислительных ресурсов, даже в случае, если
для поиска компонент меньшей размерности мы заменим Ww на многообразие
характеров Ww // G.

Замечание 4.10. Мы не знаем, верна ли импликация, обратная к (4.3):

все унипотентные элементы лежат в Im w̃ =⇒ Ww 6= Tw.

Для того чтобы получить полупростые и унипотентные элементы в образе
вербального отображения на группах большего лиева ранга, можно использо-

вать следующую классическую конструкцию.

4.3. Вложение SL2(L) в простые группы. Пусть L – поле, G – простая
линейная алгебраическая группа, определенная и расщепимая над L, G = G (L).

Наличие подходящих гомоморфизмов ξ : SL2(L) → G дает нам инструменты
для исследования вербальных отображений, в частности, для сведения неко-
торых вопросов о вербальных отображениях на группе G к соответствующим

вопросам для группы SL2(L).

I. Вложение Морозова–Джекобсона. Пусть L – поле характеристики 0,
и пусть u ∈ G = G (L) – унипотентный элемент. Тогда найдется замкнутая
подгруппа Γ̃ 6 G такая, что подгруппа Γ := Γ̃(L) 6 G содержит u и изоморфна

либо SL2(L), либо PSL2(L) (см., например, [83; 7.4, 10.2]); не так легко разли-
чить две вышеупомянутые группы ранга 1 (см. дискуссию в [128]).

Далее, пусть w̃ : Gd → G – вербальное отображение, обозначим через

ResΓ w̃ : Γd → Γ

его ограничение на Γ. Пусть ξ : SL2(L) → G – гомоморфизм с образом Γ.
Обозначим через

w̃′ : SL2(L)d → SL2(L)

вербальное отображение, индуцированное тем же словом w ∈ Fd.
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I.1. Предположим, что существует нетривиальный унипотентный элемент

u′ ∈ Im w̃′. Тогда

ξ(u′) ∈ Im (ResΓ w̃) ⊂ Im w̃.

В частности, так можно получить любой унипотентный элемент в Im w̃ (это
было замечено в работе [10]).

I.2. Пусть U – максимальная унипотентная подгруппа в G, нормализуемая
группой T = T (L), где T – максимальный расщепимый тор в Γ, пусть u ∈ U –

регулярный унипотентный элемент G, и пусть Γ 6 G, Γ изоморфна SL2(L) или
PSL2(L) – подгруппе, содержащей u. Пусть TΓ 6 Γ – максимальный тор в Γ.
Можно предположить, что TΓ 6 T .

Следующий факт хорошо известен, мы приводим доказательство за неиме-

нием ссылки.

Предложение 4.11. Если порядок элемента t ∈ TΓ достаточно велик, то

ξ(t) – регулярный полупростой элемент G.

Доказательство. Пусть R – система корней, соответствующая груп-

пе G . Зафиксируем Π = {α1, . . . , αr} – набор простых корней, соответствую-
щий тору T , тогда группа U порождена корневыми подгруппами 〈xα(t) | t ∈ L,
α ∈ R+〉 (см., например, раздел 2 работы [161]) и всякий регулярный унипотент

u ∈ U можно записать в виде

u = xα1
(a1)xα2

(a2) · · ·xαr
(ar)u

∗,

где ai 6= 0, ai ∈ L для любого i, u∗ ∈ [U, U ] (см. [158; 3.1.13], [160; лемма 3.2c]).
Тогда для любого t ∈ TΓ имеем

tut−1 = xα1
(χ1(t)s1)xα2

(χ2(t)s2) · · ·xαr
(χr(t)sr)u

∗∗,

где si 6= 0 для любого i, u∗∗ ∈ [U, U ] и χi : TΓ → L∗ – характер TΓ, соответству-
ющий корню αi. Пусть u′ – унипотентный элемент SL2(L) такой, что ξ(u′) = u,
и пусть t′ ∈ SL2(L) – элемент такой, что ξ(t′) = t ∈ TΓ. Можно отождествить

u′ с матрицей
(

1 a
0 1

)

для некоторого a ∈ L∗, а t′ – с матрицей вида

(
s 0
0 s−1

)

.

Поскольку L – поле характеристики 0, бесконечно много степеней u′n появля-
ются среди элементов вида t′u′t′−1 для некоторого t′ ∈ SL2(L). Тогда множе-
ство {tut−1 | t ∈ TΓ} содержит бесконечно много элементов вида um, m ∈ Z.

В свою очередь это влечет равенства

χ1(t) = χ2(t) = · · · = χr(t)
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для бесконечно многих элементов t ∈ TΓ. Далее, все характеры χi : TΓ → L∗

получаются ограничением характеров тора T на одномерный подтор TΓ̃ :=

Γ̃ ∩ T , и тогда на L-точках имеем TΓ = TΓ̃(L). Поскольку характеры любого
тора непрерывны в топологии Зариского, из совпадения характеров одномер-
ного тора TΓ̃ на бесконечном множестве вытекает, что это одни и те же ха-

рактеры, и поэтому все ограничения χi : TΓ → L∗ дают характер χ : TΓ → L∗.
Так как каждый положительный корень α является суммой корней αi, соот-
ветствующий характер χα : TΓ → L∗, определенный формулой

txα(s)t−1 = xα(χα(t)s),

равен χN для некоторого N > 0. Тогда если t ∈ TΓ – элемент достаточно

большого порядка, то

txα(s)t−1 6= xα(s) для любого α ∈ R+,

и поэтому t – регулярный элемент. Предложение доказано.

Следующий факт, используемый в работе [82], непосредственно следует из
предложения 4.11.

Предложение 4.12. Если t ∈ Im w′ – расщепимый полупростой элемент

достаточно большого порядка, то ξ(t) ∈ Im w̃ – расщепимый регулярный по-

лупростой элемент группы G.

II. Вложение Тестерман. Пусть L – поле характеристики p > 0. Тогда

предшествующие конструкции для случая характеристики 0 имеют следующее
ограничение: унипотентный элемент u ∈ G может попасть в образ гомомор-
физма ξ : SL2(L) → G, только если его порядок равен p. Оказывается, что это

условие на порядок элемента u является достаточным. Следующая теорема
была доказана в работе [164] для “хороших” простых чисел (см. также [130],
где приведено более простое доказательство). Случай “плохих” простых чисел

был разобран в работе [145].

Теорема 4.13. Пусть G – простая алгебраическая группа, определенная

над алгебраически замкнутым полем характеристики p > 0. Пусть u ∈ G –

унипотентный элемент порядка p. Тогда u содержится в замкнутой связной

подгруппе Γ 6 G типа A1 , за исключением случая, когда p = 3, G = G2 , u –

элемент порядка 3, лежащий в определенном классе сопряженности (обозна-

ченном A
(3)
1 ).

Вот немедленное следствие.

Следствие 4.14. Пусть p, G, Γ, u – такие, как в теореме 4.13. Пусть

w ∈ Fd – нетривиальное слово, w̃′ : Γd → Γ – соответствующее вербальное

отображение. Предположим, что существует нетривиальный унипотент-

ный элемент u′ ∈ Im w̃′ . Тогда u лежит в образе отображения w̃ : Gd → G.
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5. Проблемы типа Варинга

Если G – полупростая алгебраическая группа, определенная над алгебра-
ически замкнутым полем K, G = Γ(K) и w ∈ Fd – нетривиальное слово, то

даже в случае, когда сюръективность вербального отображения w̃ : Gd → G
неизвестна (или известно, что оно не является сюръективным), теорема Боре-
ля о доминантности гарантирует представимость любого элемента g ∈ G в виде

произведения не более двух значений слова w:

g = g1g2, gi ∈ Im w̃.

Однако феномен Тома, который обсуждался в п. 2.1, показывает, что это не
обязательно так в случае, когда поле определения не является алгебраиче-
ски замкнутым. Более того, доказательство теоремы Тома показывает, что

w-ширину компактной группы G = G (R) можно сколь угодно увеличить, ва-
рьируя слово w.

В самом деле, зафиксируем ε > 0. Пусть w – слово Тома, т. е. образ отоб-

ражения w̃ содержится в ε-окрестности единичного элемента группы G. Тогда
для любого заданного положительного целого k легко доказать (скажем, ин-
дукцией по k), что для любых g1, . . . , gk ∈ Im w в обозначениях теоремы 2.2, (i),

имеем
l(g1 · · · gk) = d(1, g1g2 · · · gk) < kε.

Следовательно, уменьшая ε и выбирая подходящее слово Тома w, можно сде-
лать w-ширину группы G больше любого наперед заданного положительного

числа.
Однако для расщепимых групп ситуация не столь безнадежна, хотя и здесь

имеются отрицательно-положительные результаты.

Пусть G – расщепимая простая односвязная линейная алгебраическая груп-

па, определенная над полем K (не обязательно алгебраически замкнутым).
Тогда группа G = G (K) – квазипростая абстрактная группа (т. е. G = [G, G]
и G/Z(G) проста), за исключением случаев

G = SL2(F2), SL2(F3), SU3(F4), B2(2), G2(2).

Случаи, когда поле определения конечно или бесконечно, требуют отдель-

ного рассмотрения.

5.1. Случай конечных полей. В случае, когда поле определения K ко-
нечно, теорема Бореля о доминантности имеет еще меньше смысла, чем в слу-
чае вещественного или p-адического поля определения. Так что w-ширину

можно рассматривать как разумную альтернативу при измерении величины
образа вербального отображения w̃. Цель состоит в получении результатов
в духе теоремы 2.2, (ii), гарантирующих, что любой элемент группы G пред-

ставим в виде произведения “небольшого” количества значений слова w.
Напомним, что если K = Fq, то помимо случая расщепимой группы G , когда

абстрактные группы G (q) просты (группы Шевалле), имеется несколько допол-
нительных серий. А именно, пусть G – связная простая односвязная линейная
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алгебраическая группа, определенная над полем K. Так как K – конечное поле,
по теореме Ленга группа G квазирасщепима (т. е. обладает подгруппой Бореля,

определенной над K). Если G не является расщепимой, получаем скрученные

формы групп Шевалле (иногда их называют группами Стейнберга) типов

2Ar (r > 1), 2Dr (r > 3), 3D4,
2E6.

Их группы рациональных точек G (K) – квазипростые абстрактные группы.
Если к этому списку добавить абстрактные группы типов

2B2(2
2m+1), 2G2(3

2m+1), 2F4(2
2m+1)

(группы Судзуки и Ри), каждая из которых получается как группа неподвиж-

ных точек некоторого автоморфизма соответствующей простой алгебраической
группы, исключить группы 2B2(2) и 2G2(3), не являющиеся квазипростыми,
и заменить группу 2F4(2) на ее коммутант (который называют группой Тит-

са), получим основное бесконечное семейство конечных простых неабелевых
групп (конечные простые группы типа Ли). Вместе с семейством An зна-
копеременных групп и 26 спорадическими группами они составляют список

всех конечных простых неабелевых групп. Таким образом, любой общий факт
о вербальных отображениях на конечных простых группах можно рассматри-
вать как результат о вербальных отображениях на группах точек простой (или

квазипростой) алгебраической группы над конечным полем (с точностью до
центра).

Здесь имеется следующий отрицательно-положительный результат.

Теорема 5.1. (i) Пусть G – конечная простая неабелева группа, и пусть

A – Aut(G)-инвариантное подмножество в G, содержащее единицу. Тогда

найдется слово w ∈ F2 такое, что Im w̃ = A.
(ii) Пусть

1 6= w1(x1, . . . , xn) ∈ Fn, 1 6= w2(y1, . . . , ym) ∈ Fm, w = w1w2.

Тогда существует c = c(w1, w2) такое, что для любой квазипростой группы

G порядка больше c образ отображения w̃ : Gn+m → G содержит G \ Z(G).

Утверждение (i) – это теорема А. Лубоцкого [119]. Она показывает, что
образ вербального отображения может быть сколь угодно мал в рамках неиз-
бежных естественных ограничений (образ обязан содержать единицу и быть

инвариантным относительно автоморфизмов), если группа G зафиксирована,
а слово w варьируется. (Предшествующие этому результаты М. Кассабова
и Н. Николова [94] и М. Леви [112] относятся к некоторым конкретным семей-

ствам конечных простых групп.)
Доказательство утверждения (i) основано на теореме о “полуторном” по-

рождении [69], [159]: для любого элемента a 6= 1 конечной неабелевой простой

группы G существует b ∈ G такой, что 〈a, b〉 = G. Доказательство достаточ-
но замысловатое. Из него вытекает еще и такой интересный факт: если G –
конечная неабелева простая группа, то найдется слово w ∈ F2 такое, что для

любых (a, b) ∈ G × G имеем

w(a, b) 6= 1 ⇐⇒ 〈a, b〉 = G.
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Так как слово w ∈ F2 можно рассматривать как элемент группы Fd, d > 2,
вышеупомянутый результат справедлив и для слов из Fd.

Замечание 5.2. Этот отрицательный результат показывает, что в положи-
тельном результате в части (ii) нельзя опустить предположение о том, что
ранг G достаточно велик. В самом деле, в ситуации части (i) можно в каче-

стве A взять класс сопряженности, так что для пары (w, G) получим w-ширину
больше, чем 2.

Замечание 5.3. М. Леви распространил утверждение на квазипростые
и почти простые группы [113].

Утверждение (ii) (которое стоит сравнить с теоремой 2.2, (ii)) – это теоре-

ма Р. Гуральника и Ф. Х. Тьепа [72], которые сделали заключительный шаг по
дороге, проложенной двумя предшествующими статьями М. Ларсена, А. Шале-
ва и Ф. Х. Тьепа [107], [108]. Доказательство трудное. Основная часть работы,

проделанная в [107], в основном базируется на теории характеров Делиня–Люс-
тига в сочетании с некоторыми арифметико-геометрическими свойствами групп
типа Ли. Среди таких свойств можно отметить тонкую теорему в духе теоремы

Чеботарёва, гарантирующую наличие регулярных полупростых элементов в об-
разе отображения w̃, лежащих в расщепимом максимальном торе группы G.
Высокотехнологичное доказательство этой теоремы основано на использовании

формулы следа Лефшеца и оценок типа Ленга–Вейля.

Используя эти методы, авторы в конечном счете доказывают, что для за-
данной пары слов w1, w2 и достаточно большой группы G найдутся специально
подобранные классы сопряженности C1, C2 такие, что

C1C2 ⊇ G \ {1} и C1 ⊂ Im w̃1, C2 ⊂ Im w̃2.

Поскольку 1 лежит в образе любого вербального отображения, заключаем, что

Im w̃1 Im w̃2 = G,

и потому отображение w̃ сюръективно.

В работе [108] результаты и конструкции из [107] распространены на слу-
чай, когда G – квазипростая группа. При этом вербальная ширина возрастает

до 3 и приведены явные примеры центральных элементов вербальной длины 3,
препятствующие улучшению оценки до 2, но оставляющие открытым вопрос о
том, все ли нецентральные элементы имеют длину не более 2. Этот послед-

ний шаг сделан в работе [72] ценой значительных усилий, с использованием
тонких теоретико-групповых аргументов (таких как исследование регулярных
элементов специального вида) в сочетании с некоторыми фактами из теории

спиноров.

Замечание 5.4. Мы не знаем, можно ли распространить утверждение (ii)
на случай, когда w есть произведение двух слов w1w2, не являющихся незави-
симыми. Здесь имеется очевидное естественное ограничение: слово w должно

быть непредставимо в виде нетривиальной степени другого слова: w 6= wk
1

для k > 1.
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Замечание 5.5. Теорема 5.1 относится к произвольным словам. Поведение
вербальных отображений на конечных простых группах, соответствующих сло-
вам специального вида, является предметом интенсивных исследований в те-
чение нескольких последних десятилетий. Здесь мы приводим лишь краткий
список основных достижений, часто цитируя лишь окончательные результаты
и не упоминая вклад предшествующих авторов.

(i) Коммутатор w = [x, y] = xyx−1y−1. Отображение w̃ : G2 → G сюръ-
ективно на всех конечных простых группах G [114]. Если G – квазипростая
группа, то wdw(G) 6 2, оценка точная и все группы с wdw(G) = 2 перечислены
в [115]. Детальный обзор этой проблемы, остававшейся открытой несколько
десятилетий, содержится в докладе [125].

(ii) Слова, не являющиеся сюръективными на бесконечно многих конечных

простых группах. Семейство слов с таким свойством построили С. Ямбор,
М. Либек и Е. О’Брайен [73], простейшее из них – слово w = x2[x−2, y−1]2, ко-
торое не является сюръективным на группе PSL2(Fp) для бесконечно многих p.

(iii) Степенные слова w = xn . По очевидным причинам здесь нельзя ожи-
дать общих теорем о сюръективности, так как образ отображения w̃ схлопыва-
ется в единицу для всех групп порядка, являющегося делителем n. Основная
проблема состоит в вычислении wdw(G). Почти все результаты в этом направ-
лении перекрыты работой Р. Гуральника, М. Либека, E. О’Брайена, А. Шалева
и Ф. Х. Тьепа [70]. Процитируем некоторые из их фундаментальных резуль-
татов.

1) Пусть N = paqb, где p, q – простые числа, a, b – неотрицательные це-
лые числа. Тогда вербальное отображение, индуцированное словом
w(x, y) = xNyN , сюръективно на всех конечных простых группах.

2) Пусть N – нечетное положительное целое число. Тогда вербальное отоб-
ражение, индуцированное словом w(x, y, z) = xNyNzN , сюръективно на
всех конечных квазипростых группах.

3) Пусть N = pα1

1 · · · pαk

k (p1 < · · · < pk, αi > 0) – примарное разложение
числа N , положим

π(N) := k, Ω(N) :=
k∑

i=1

αi.

Предположим, что N пробегает множество S ⊂ N такое, что либо
(a) Ω(N), либо (b) π(N) ограничены некоторой константой C. Тогда
для любого N ∈ S вербальное отображение, индуцированное словом
w = xNyN , сюръективно на всех достаточно больших конечных про-
стых группах G. Здесь в случае (a) это означает, что для некоторой
функции f степень n (соответственно лиев ранг) группы G должна
быть больше, чем f(C), если G есть An (соответственно группа ти-
па Ли). В случае (b) также и размер поля Fq должен быть больше,
чем f(C), если G – группа типа Ли над полем Fq.

На очереди некоторые комментарии. Во-первых, отметим, что утвержде-
ния 1) и 2) можно рассматривать соответственно как аналоги теорем Берн-
сайда и Фейта–Томпсона. Во-вторых, и 1), и 2) выполняются для всех конеч-
ных простых групп. Это напоминает утверждение (i) настоящего замечания
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и контрастирует с теоремой 5.1, (ii), и другими предшествующими результата-
ми этого типа, справедливыми только для достаточно больших групп. Нако-
нец, в [70] показано, что все эти результаты неулучшаемы. Во-первых, заметим,
что утверждение 1) нельзя обобщить на случай, когда N – произведение трех
степеней простых чисел: достаточно рассмотреть случай N = 60, G = A5.
Во-вторых, утверждение 1) нельзя распространить на все квазипростые груп-
пы G даже в более слабой форме: не всегда верно, что любой нецентральный
элемент группы G лежит в образе слова xNyN . Явный пример получается для
элементов порядка 5 в группе SL2(5), ни один из которых не лежит в образе
слова x20y20.

Далее, неверно, что для любого нечетного N вербальное отображение, ин-
дуцированное словом w = xNyN , сюръективно на всех неабелевых простых
группах G (контрпримеры можно найти среди групп SL2(q) и 2G2(q)).

Наконец, в [70] используется тот факт, что есть бесконечно много простых
чисел p таких, что Ω(p2 − 1) 6 21. Тогда для N := p(p2 − 1) имеем

π(N) 6 Ω(N) 6 22,

но w = xNyN – тождество в PSL2(p). Тем самым утверждение 3) не выполня-
ется для конечных простых групп типа Ли ограниченного ранга.

Что касается доказательств, они в основном имеют теоретико-групповую
природу. Возможно, наиболее технически сложный момент состоит в постро-
ении некоторых элементов, порядок которых есть степень двойки и которые
являются регулярными (или близкими к таковым), в духе похожих рассужде-
ний в работе [72] для элементов, порядок которых есть степень p.

Замечание 5.6. В работе [110] М. Ларсен и Ф. Х. Тьеп уточнили результа-
ты статьи [107]. Они доказали, что для заданных нетривиальных слов w1, w2

и для всех достаточно больших конечных неабелевых простых групп G можно
найти “тонкие” подмножества Ci ⊆ Im w̃i (i = 1, 2) такие, что C1C2 = G; более
явно, можно обеспечить выбор Ci размера O

(√

|G| log |G|
)
.

Замечание 5.7. Необходимо упомянуть другой подход к измерению образа
вербального отображения, восходящий к статье М. Ларсена [101]. Он состоит
в получении нижних оценок на размер образа вида | Im w̃| > c|G|. См., напри-

мер, вариации на эту тему в работах [103], [137], [50].

5.2. Расщепимые группы над бесконечными полями. Следующий
результат получен в статье [82].

Теорема 5.8 [82]. Пусть G – простая односвязная алгебраическая группа,
определенная и расщепимая над бесконечным полем K , и пусть G = G (K).
Тогда:

(i) для любых четырех нетривиальных слов w1 ∈ Fk , w2 ∈ Fl , w3 ∈ Fm ,
w4 ∈ Fn и любого бесконечного поля K отображение

w̃ : Gk+l+m+n → G \ Z(G),

где w = w1w2w3w4 , сюръективно;
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(ii) если G = SLn , n > 2, то для любых трех нетривиальных слов w1 ∈ Fk ,
w2 ∈ Fl , w3 ∈ Fm и любого бесконечного поля K отображение

w̃ : Gk+l+m → G \ Z(G),

где w = w1w2w3 , сюръективно;

(iii) если поле K содержит поле вещественных чисел R или поле p-адичес-

ких чисел Qp , то для любых двух нетривиальных слов w1 ∈ Fk , w2 ∈ Fl отоб-

ражение

w̃ : Gk+l → G \ Z(G),

где w = w1w2 , сюръективно.

Приведем набросок доказательства, следуя работе [82].

Прежде всего отметим, что группа G (K) плотна в G [19; 18.3]. Поэтому Im wi

содержит бесконечно много регулярных полупростых классов сопряженности,
так как регулярные полупростые элементы образуют открытое подмножество
в G (см. [158]), а отображение w̃i доминантно. Если нам удастся найти рас-

щепимые регулярные полупростые элементы s1 ∈ M1, s2 ∈ M2 для некоторых
множеств M1, M2 ⊂ G, инвариантных относительно сопряжения, то их клас-
сы сопряженности Ci в группе G также будут содержаться в Mi. Тем самым

M1M2 ⊃ G \ Z(G), поскольку C1C2 ⊃ G \ Z(G) (см. [47]).

Доказательство утверждения (i). Пусть Γ =
∏

i

Γi – полупростая груп-

па, где каждая компонента Γi – типа Ari
для некоторого ri. Пусть ∆ – макси-

мальный тор в Γ. Предположим, что Γ определена и расщепима над K. Пусть

w̃ : Γd → Γ – нетривиальное вербальное отображение. Так как оно доминантно
по теореме Бореля [18] и множество регулярных полупростых элементов от-
крыто в Γ [158; III.1.11], [160; следствие 5.4], заключаем, что множество w̃(Γd)

содержит открытое подмножество, состоящее из регулярных полупростых эле-
ментов. Множество Γ(K) плотно в Γ [19], поэтому найдется регулярный по-
лупростой элемент s ∈ ω̃(Γ(K)d). Каждый регулярный полупростой класс

сопряженности группы Γ(K) пересекает множества Uẇc и ẇ−1
c U , где U =

(Ru(B))(K) – группа рациональных точек унипотентного радикала подгруп-

пы Бореля, соответствующей тору ∆, а wc =
∏

i

wci – произведение элемен-

тов Кокстера компонент Γi (напомним, что ẇc обозначает прообраз wc в нор-

мализаторе фиксированного максимального тора, см. доказательство теоре-
мы 2.2, (ii)). На самом деле это следует из существования канонической раци-
ональной формы в группах SLri+1(K); см. также [162; разд. 3.8, теорема 4(b)]

и [48]. Таким образом, если w̃1, w̃2 – вербальные отображения на Γdi , то для
любого t ∈ ∆(K) произведение Im w̃1 Im w̃2 содержит элемент вида

u1ẇc
︸ ︷︷ ︸

∈ Im w̃1

(tẇ−1
c u2t

−1)
︸ ︷︷ ︸

∈ Im w̃2

= u1 [ẇc, t]
︸ ︷︷ ︸

:= t∗∈∆(K)

(tu2t
−1)

︸ ︷︷ ︸

:=u′

2
∈U

= u1t
∗u′

2 = u1(t
∗ u′

2u1
︸︷︷︸

:=u∈U

)u−1
1 .
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Следовательно, для любого t ∈ ∆(K) множество Im w̃1 Im w̃2 содержит эле-
мент вида t∗u, где t∗ = [ẇc, t] и u ∈ U . Так как отображение [ẇc, x] : ∆ → ∆

сюръективно, то множество [ẇc, ∆(K)] плотно в ∆. Далее, такая подгруппа
Γ 6 G существует для ∆ = T (см. [18]). Обозначим через w̃1, w̃2 ограничения
отображений w̃1, w̃2 на подгруппы Γk, Γl, тогда Im w̃1 Im w̃2 содержит элементы

вида t∗u, где t∗ пробегает плотное подмножество в T . В частности, можно най-
ти регулярный в G полупростой элемент t∗. Тогда t∗u сопряжен с t∗ и нужный
элемент в Im w̃1 Im w̃2 найден. Такие же аргументы дают расщепимый регуляр-

ный полупростой элемент в Im w̃3 Im w̃4. Как было сказано выше, произведение
классов сопряженности этих элементов содержит все нецентральные элементы
группы G, откуда и следует утверждение (i).

Доказательство утверждения (ii). Как доказал А. Лев [111], произве-
дение C1C2C3 любых трех регулярных классов сопряженности в G = SLn(K),

n > 3, содержит G\Z(G). Из этого следует утверждение (ii), поскольку каждый
из образов Im wi содержит регулярный класс сопряженности. Утверждение (ii)
доказано.

Замечание 5.9. Утверждение (ii) можно усилить, сняв ограничительное
предположение n > 2. Для этого теорему Лева нужно заменить леммой 6.1 из

работы [168], которая гарантирует, что произведение S1S2S3 любых трех клас-
сов подобия в G = SLn(K), n > 2, содержит G \ Z(G). (По определению две
матрицы из SLn(K) подобны, если они сопряжены в GLn(K). Образ вербаль-

ного отображения инвариантен относительно любого автоморфизма, не только
внутреннего, откуда и следует нужное утверждение.)

Замечание 5.10. Было бы интересно распространить теорему Лева на про-

изведения классов подобия (как в предыдущем замечании) в произвольной
группе Шевалле. Это позволило бы в утверждении (i) использовать три вер-
бальных отображения вместо четырех.

Мы можем немного обобщить утверждение (iii). А именно, имеем

(iii′) Пусть K – квадратично скудное поле характеристики 0. Тогда для

любых двух нетривиальных слов w1 ∈ Fk , w2 ∈ Fl отображение

w̃ : Gk+l → G \ Z(G),

где w = w1w2 , сюръективно.

Доказательство утверждения (iii′). Надо доказать, что и Im w1, и Im w2

содержат расщепимые регулярные полупростые элементы группы G. Соответ-
ствующее SL2(K)-вложение позволяет свести проблему к следующей: доказать
наличие бесконечно многих расщепимых полупростых элементов в каждом из

множеств w̃1(SL2(K)) и w̃2(SL2(K)) (см. предыдущий раздел). А это в точности
утверждение теоремы 4.3.
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6. Полиномиальные отображения на матричных алгебрах

Рассматривая уравнения вида (1.2), можно задать вопросы, похожие на те,
что были заданы выше для уравнения (1.1).

Сначала рассмотрим случай, когда решения ищутся в матричной алгебре
A = M(n, k). Здесь наиболее общие результаты получили А. Канель-Белов,
С. Малев и Л. Роуэн [88]–[91], [123] (см. также [157]). Мы не собираемся да-

вать детальный обзор, отсылая читателя к вышеупомянутым статьям и к об-
зору [87]. Заметим лишь, что для того чтобы задавать осмысленные вопросы,
следует предположить, что многочлен P не обращается тождественно в нуль

на алгебре A и, более того, что он не является центральным (т. е. не все его
значения являются скалярными матрицами).

При этом предположении возникают две существенно различные ситуации:

либо образ P содержит хотя бы одну матрицу с ненулевым следом, либо он
целиком состоит из матриц с нулевым следом. Второй случай имеет место,
скажем, когда P – лиев многочлен (где скобка Ли задается аддитивным ком-

мутатором [X, Y ] = XY − Y X), и тогда все вопросы о полиномиальном отоб-
ражении

P : M(n, k)d → M(n, k) (6.1)

можно модифицировать, переформулировав их на языке алгебр Ли. А именно,
для такого P и произвольной алгебры Ли g можно рассмотреть индуцированное

отображение
P : gd → g. (6.2)

Как и в предыдущих разделах, разумно ограничиться рассмотрением простых

алгебр Ли.

Приведем краткий список основных результатов об образе отображений (6.1)
и (6.2). Мы всюду предполагаем, что P не является центральным. В случае
алгебр Ли предполагаем, что g проста и конечномерна. Поле определения k –

либо R, либо C.

Замечание 6.1. (i) Независимо от рассматриваемой топологии (Зариского,
комплексной, вещественной), есть многочлены P такие, что образ отображе-
ния (6.1) не является плотным [88], [123].

(ii) Есть лиевские многочлены P такие, что образ отображения (6.2) не яв-
ляется сюръективным [8].

(iii) Для любого лиевского многочлена P , который не является тождествен-

но равным нулю на sl(2, k), и для любой расщепимой алгебры Ли g отобра-
жение (6.2) доминантно в топологии Зариского (“слабая инфинитезимальная
теорема Бореля”) [8].

Для полилинейных многочленов (ассоциативных или лиевских) не известно
ни одного примера такого, как в замечании 6.1, (i), (ii). Более оптимистиче-
ская гипотеза, приписываемая Капланскому и Львову, утверждает, что в этом

случае образ может совпадать либо с sl(n, k), либо с M(n, k); ряд результатов
в этом направлении получен в работах [88]–[91], [123], [157], [27], [43]. Мож-
но сформулировать аналог гипотезы Капланского–Львова для других клас-
сических алгебр Ли (см. работу [4], в которой получены некоторые частные
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результаты). Случай полилинейных йордановых многочленов на йордановых
алгебрах рассматривался в работах [65], [121].

Было бы интересно выяснить, имеется ли разница в поведении вышеупомя-

нутых отображений в вещественном и комплексном случаях, а также относи-
тельно различных топологий. Эта проблема до сих пор не получила должного
внимания. Приведем лишь несколько конкретных вопросов.

Вопрос 6.2. (i) Существует ли многочлен P такой, что отображение (6.1)
сюръективно для k = R, но не для k = C?

(ii) Существует ли многочлен P такой, что образ отображения

P : M(n, C)d → M(n, C)

плотен в топологии Зариского, но не в евклидовой комплексной топологии?

Заметим, что если в части (ii) этого вопроса заменить комплексные числа
на вещественные, то многочлен P (X) = X2 дает пример отображения, образ
которого плотен в топологии Зариского, но не в евклидовой топологии (см.
пример 1.1 и работу [123]).

В случае алгебр Ли интересно выяснить, имеются ли аналоги феномена То-

ма, хотя бы в некотором слабом смысле.

Вопрос 6.3. Существуют ли лиевский многочлен P и компактная простая

вещественная алгебра Ли g такие, что образ отображения (6.2) не является
плотным в евклидовой топологии?

Наконец, по аналогии с проблемами типа Варинга для вербальных отобра-

жений на группах, можно задавать подобные вопросы для полиномиальных
отображений на алгебрах Ли. Даже простейший случай коммутаторного отоб-
ражения не является тривиальным.

Для элемента z алгебры Ли L назовем его скобочной длиной наименьшее

число ℓ, обладающее следующим свойством: z представим в виде

z = [x1, y1] + · · · + [xℓ, yℓ], где xi, yi ∈ L.

Назовем скобочной шириной алгебры L супремум скобочных длин ее элементов.

Пусть L – простая алгебра Ли над полем k (или кольцом R).

Вопрос 6.4. (i) Может ли скобочная ширина алгебры L быть бесконечной?

(ii) Может ли она быть больше 1?

Отрицательный ответ на вопрос 6.4, (i), получен в работе Дж. Бергмана
и Н. Нахлуса [12] для любой конечномерной простой алгебры Ли L, опреде-
ленной над произвольным бесконечным полем характеристики, отличной от 2

и 3: скобочная ширина не превосходит 2 (доказательство основано на теореме
Ж.-М. Буа [17] о порождаемости двумя элементами). (Над полем R простое до-
казательство было получено в работе [80]; случай произвольных классических
алгебр Ли рассмотрен в статье [58].)
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Отрицательный ответ на вопрос 6.4, (ii), известен в следующих случаях:

(i) L – конечномерная простая расщепимая алгебра Ли над любым достаточ-
но большим полем (Г. Браун [25]; Р. Хиршбюль [77] улучшил оценки на размер
поля определения);

(ii) L – простая вещественная компактная алгебра Ли (К.-Х. Нееб [80; при-

ложение 3], Д. Ж. Джокович и Т.-Я. Там [39; теорема 3.4], Д. Ахиезер [2],
А. Д’Андреа и А. Маффеи [37], Дж. Малкоун и Н. Нахлус [124]; в работе [2]
рассмотрены также некоторые некомпактные алгебры; см. также дискуссию

в math.stackexchange.com/questions/769881).

В свете этих результатов естественно задать следующий вопрос.

Вопрос 6.5. Какова скобочная ширина алгебр Ли картановского типа (ко-
нечномерных над полем положительной характеристики и бесконечномерных

над полями характеристики 0)?

Есть и другие богатые источники простых бесконечномерных алгебр Ли,
например алгебры Ли векторных полей на гладких аффинных многообразиях.

Такие алгебры обсуждались в работе [13]. Принципиальная проблема состоит
в том, есть ли среди них алгебры скобочной ширины больше единицы.

7. Разное

В заключение мы хотим привести несколько замечаний и вопросов, связан-
ных с темой данной статьи. В большинстве случаев они относятся к почти не
исследованным ситуациям.

7.1. Вербальные отображения в контексте Каца–Муди. В случае,
когда рассматриваемая простая алгебраическая группа G определена над по-
лем формальных рядов Лорана с комплексными коэффициентами, естествен-

но появляются аффинные группы Каца–Муди. В статье [95] содержится обзор
различных постановок для подобного рода проблем, как для вербальных отоб-
ражений на группах Каца–Муди, так и для полиномиальных отображений на

алгебрах Каца–Муди.

7.2. Системы уравнений. Переход от отображений вида (2.1), (6.1), (6.2)

к более общим отображениям

Gd → Gk, A
d → A

k, gd → gk

(другими словами, от уравнений к системам уравнений) выглядит весьма про-
блематичным. Некоторые частные случаи рассмотрены в работах [63], [24].
Недавно многообещающий общий подход был предложен в статье [22].

7.3. Проблемы равнораспределения. Можно задаться вопросом, как
множество решений уравнения (1.1) или (1.2) зависит от правой части. Ины-

ми словами, можно изучать поведение слоев отображений (2.1), (6.1), (6.2).
Авторам неизвестны никакие общие результаты в этом направлении, что кон-
трастирует со случаем конечных групп, где имеется целый ряд теорем о рав-
нораспределении (см., например, [3], [9], [21], [52], [97], [102], [104], [105], [118],
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[134], [140], [143]); в работе [106] М. Ларсен и А. Шалев рассматривают про-
блемы равнораспределения для проконечных и резидуально конечных групп.

При этом естественно проявляются вероятностные аспекты теории. Мы не бу-
дем обсуждать здесь эту обширную область исследований. Заинтересованному
читателю предлагается ознакомиться с обзором [155]. См. также работу [109],

где изучаются вероятностные аналоги проблем типа Варинга для конечных
простых групп.

7.4. Функционально-аналитические аналоги. Стремясь расширить
границы в духе замечаний 3.7 и 3.10, можно попытаться исследовать поли-
номиальные отображения на некоторых операторных алгебрах, в частности на

тех, для которых известно хорошее поведение аддитивного коммутатора (ска-
жем, на тех, где он индуцирует сюръективное отображение); см., например,
работы [44], [136], [86], [85].

7.5. Вербальный образ и антиавтоморфизмы. Начнем с некоторых
общих (и почти очевидных) замечаний относительно Aut(Fd)- и Aut(G)-инва-

риантности образа вербального отображения w : Gd → G на абстрактной груп-
пе G.

Во-первых, Im w̃ очевидным образом является Aut(G)-инвариантным под-
множеством в группе G.

Во-вторых, если w1, w2 ∈ Fd лежат в одной Aut(Fd)-орбите, то отображения
w̃1, w̃2 : Gn → G имеют один и тот же образ.

В самом деле, любой гомоморфизм групп ϕ : Fd → G однозначно определен

набором

(g1 = ϕ(x1), . . . , gd = ϕ(xd)).

Поскольку для любого слова w ∈ Fd имеем ϕ(w) = w̃(g1, . . . , gd), образ отобра-
жения w̃ совпадает с множеством {ϕ(w)}ϕ∈Hom(Fd,G), откуда и следует утвер-
ждение.

Ситуация становится куда менее очевидной при рассмотрении антиавтомор-

физмов вместо автоморфизмов. Есть несколько путей формализации возмож-
ных различий между образами соответствующих вербальных отображений.
Приведем два возможных подхода.

Определение 7.1. Пусть γ – антиавтоморфизм группы Fd. Пусть w ∈ Fd.

Обозначим wγ = γ(w) и для любой группы G определим отображение под-
становки w̃γ : Gd → G, как и выше. Будем говорить, что слово w является
γ-хиральным, если найдется группа G такая, что образы отображений w̃ и w̃γ

различны.

Определение 7.2. Пусть G – группа. Пусть γ – антиавтоморфизм груп-
пы G. Для любого слова w ∈ Fd определим отображение w̃γ : Gd → G формулой

w̃γ(g1, . . . , gd) = γ(w(g1, . . . , gd)).

Будем говорить, что группа G является γ-хиральной, если найдется слово w
такое, что образы отображений w̃ и w̃γ различны.
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В обоих случаях будем говорить, что пара (w, G) является γ-хиральной
(в противном случае назовем ее γ-ахиральной). Будем опускать γ в приставках

и индексах, если антиавтоморфизм фиксирован и недоразумений не возникает.
Возможно, простейший нетривиальный случай, когда наблюдается феномен

хиральности, возникает при действии γ на любой группе G (включая груп-

пу Fd) обращением всех ее элементов: γ(g) = g−1. В этом случае для любой
группы G и любого слова w имеем wγ = wγ .

Предложение 7.3 [35]. Если γ действует как инверсия, то существуют

γ-хиральные пары (w, G).

Замечание 7.4. Самый простой способ доказать предложение 7.3, проде-
монстрированный в работе [35], сочетает использование теоремы Лубоцко-
го [119] (см. теорему 5.1, (i)) со следующим фактом: есть конечные простые

группы, не имеющие внешних автоморфизмов и содержащие элемент g, не со-
пряженный обратному. В результате получаем пару (w, G), которая является
хиральной, поскольку образ отображения w̃, совпадающий с классом сопря-

женности такого элемента g, не может содержать элемент g−1, который лежит
в образе отображения w̃γ .

Однако не так легко явно указать пример хиральной пары. Скажем, для

группы Матье G = M11 и элемента g ∈ G порядка 11 можно ожидать слово w
длины около 1.7 · 10244552995 (см. [127]).

Отметим другой подход к формализации феноменов асимметрии такого ти-

па, в духе вышеупомянутой дискуссии в [127]. Для любого вербального отоб-
ражения w̃ : Gd → G и любого элемента a ∈ G обозначим через

w̃a = {(g1, . . . , gn) | w(g1, . . . , gd) = a}

слой отображения w̃ в точке a. Ограничимся рассмотрением антиавтоморфиз-
мов конечных групп.

Определение 7.5. Пусть G – конечная группа, на которой действует ан-

тиавтоморфизм γ. Будем говорить, что G слабо γ-хиральная, если найдутся
элемент g ∈ G и слово w ∈ Fd такие, что размеры слоев w̃g и (w̃γ)g не совпада-
ют. В таком случае будем говорить, что (w, G) – слабо γ-хиральная пара.

Ясно, что всякая γ-хиральная конечная группа является слабо γ-хиральной.
Оказывается, что для того, чтобы обнаружить слабую хиральность, можно
использовать гораздо более короткие слова, которые можно явно предъявить.

Пример 7.6 (Н. Элкис, см. [127]). Для элемента a ∈ G = M11 порядка 11

и слова w = x4y2xy3 слои w̃a и w̃a−1 имеют размеры соответственно 7491 и 7458.
Тем самым (w, G) – слабо γ-хиральная пара, где γ обозначает инверсию.

Вопрос 7.7. Существует ли конечная группа G с действием антиавтомор-

физма γ, которая является слабо γ-хиральной, но γ-ахиральной?

Замечание 7.8. Близкая по духу задача рассматривалась в статье Р. Гу-
ральника и П. Шумяцкого [71]. Их интересовали слова w, для которых урав-
нения

w(x1, . . . , xd) = g и w(x1, . . . , xd) = ge
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являются эквивалентными для всех показателей e (или же для всех e, взаимно
простых с порядком группы G) в смысле наличия решения или количества

решений. Не так много известно об инвариантности Im w̃ относительно других
операций на группах Fd и G. Было бы интересно разбить множество слов на
классы эквивалентности по отношению к некоторым свойствам инвариантности

Im w̃ для заданной группы G.

7.6. Вербальные отображения с константами. Обсудим еще одно воз-
можное обобщение проблем, рассмотренных в данной статье. Оно представля-
ется одним из наиболее естественных. Пусть Fd (d > 1) – свободная группа на
образующих x1, . . . , xd и G – абстрактная группа. Обозначим через G ∗ Fd их
свободное произведение. Тогда каждому элементу wΣ ∈ G∗Fd можно поставить
в соответствие вербальное отображение с константами

w̃Σ : Gd → G, (7.1)

определенное подстановкой, в точности как для обычных вербальных отобра-
жений. Для получающихся уравнений с константами вида

w1(x1, . . . , xd)σ1 · · ·wr(x1, . . . , xd)σrwr+1(x1, . . . , xd) = g

можно задавать такие же вопросы, как и для вербальных отображений без кон-
стант. В частности, можно поинтересоваться сюръективностью или доминант-
ностью отображения (7.1), размером и структурой его образа и т. п. Эта тема-
тика почти не рассматривалась и, по нашему мнению, несомненно заслуживает
глубокого исследования. Будучи интересна сама по себе, скажем, в свете есте-
ственных связей с классическими теоретико-групповыми проблемами, такими
как гипотеза Томпсона и вычисление чисел покрытия (см., например, [55]),
информация о свойствах уравнений с константами может оказаться полезной
для исследования обычных вербальных уравнений; соответствующие примеры
имеются в работах [60], [61], [96]. Мы лишь процитируем некоторые результаты
из этих работ, ограничиваясь уравнениями в группах, но не над группами.

Следуя работе [96], обозначим через ε : G ∗ Fd → Fd отображение аугмента-
ции, переводящее все элементы G в 1. Если ε(wΣ) = 1, будем говорить, что
слово wΣ особое. В этих обозначениях имеем следующие факты.

(i) Если G = Un(C), d = 1 и слово с константами wΣ неособое, то отображение
w̃Σ : G → G сюръективно [54].

(ii) Если p – простое число, G = SUp(C), d = 2 и ε(wΣ) не лежит в

[F2, F2]
p[F2, [F2, F2]]

(второй член экспоненциально-p-центрального ряда), то отображение

w̃Σ : G → G

сюръективно.
(iii) Если G – группа рациональных точек простой линейной алгебраической

группы, определенной над алгебраически замкнутым полем, а

wΣ = w1σ1 · · ·wrσrwr+1

– неособое слово с w2, . . . , wr+1 6= 1 и “общими” коэффициентами σ1, . . . , σr, то
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отображение w̃Σ : G → G доминантно [61] (в этой статье можно найти точное
определение общего набора коэффициентов).

Заметим, что эти утверждения доказываются с помощью совершенно раз-
личных методов: утверждение (i) целиком основано на гомотопическом подхо-
де (теорема Хопфа о степени), утверждение (ii) требует гораздо более продви-
нутой техники из гомологической алгебры, а утверждение (iii) доказывается
с помощью алгебро-геометрических аргументов.

Насколько далеко можно надеяться дойти, пытаясь обобщить эти теоремы
о сюръективности и доминантности? Есть несколько очевидных препятствий:
скажем, есть простые алгебраические группы и слова с константами такие, что
образ отображения (7.1) схлопывается в 1 (так называемые групповые тожде-
ства с константами, см., например, [56]). Слово

wΣ(x) = σ−1xσ

дает пример отображения (7.1), образ которого состоит из одного класса сопря-
женности в группе G. На текущий момент наиболее оптимистический подход
состоит в параметризации образа отображения (7.1) с использованием факто-
ротображения π : G → T/W , где T – максимальный тор в группе G, а W –
группа Вейля (см. [158]). А именно, можно показать (см. [62]), что если ком-
позиция отображений π ◦ w̃Σ : Gd → T/W доминантна, то доминантно и отоб-
ражение с константами w̃′

Σ : Gd+1 → G, соответствующее слову с константами
w̃′

Σ : Gd+1 → G. Тем самым в таком случае можно сказать, что отображе-
ние w̃Σ “доминантно с точностью до сопряжения” или, иными словами, почти
все классы сопряженности группы G (за исключением некоторого замкнутого
подмножества G) пересекаются с Im w̃. Так что дихотомия, возникающая при
положительном ответе на следующий вопрос (см. [62]), – это лучшее, на что
можно надеяться.

Вопрос 7.9. Верно ли, что множество

Im(π ◦ w̃(x1, . . . , xd, σ1, . . . , σr))

либо состоит из одной точки для любого набора констант

Σ = (σ1, . . . , σr) ∈ Gr,

либо плотно в T/W для любого

Σ = (σ1, . . . , σr) ∈ U,

пробегающего некоторое непустое открытое множество U ⊂ Gr?

Авторы благодарны Т. Бандман, Ж. Бланку, С. Г. Малеву, Л. В. Полтерови-
чу, А. С. Рапинчуку и Е. И. Шустину за полезные обсуждения и переписку по
различным аспектам данной статьи.
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