
  בס"ד

  4 הרצאה – אקסיומתית גיאומטריה

    קטיביתיפרוי הגיאומטריל  תואקסיומ
  

  ., יחס "על" בין נקודות וישרים"ישר" ","נקודה  עצמים בלתי מוגדרים:

  

0.P "מטרי. ז"א, סי היחס "עלA  "על"m  אא"םm  "על"A  

  

1.P    על שני ישרים שונים,mℓ .יש לפחות נקודה אחת  

  

2.P  אין יותר מנקודה אחת. םעל שני ישרים שוני  

  

3.P   על שתי נקודות שונותB,A .יש לפחות ישר אחד  

  

4.P  לפחות שלוש נקודות על כל ישר. קיימות  

  

5.P   נקודות שאינם על ישר אחד. 3יש לפחות  

  

  נקודות 7אומטריה של יג  דוגמה:

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

יקטית הוא המשפט שמתקבל כאשר מחליפים נקודות וישרים (ומתקנים למשפט בגיאומטריה פרויהדואלי 

  את הדקדוק.

  

  3P.-דואלי ל  1P. כעת נוכיח שהמשפטים הדואליים לכל אקסיומה מתקיימים.

  

  על שתי נקודות שונות אין יותר מישר אחד. )  2P.- (דואלי  ל   :1משפט 

  

m,נקודות שונות ו  B,Aנניח ש    הוכחה: ℓ  ישרים עלB,A  אזm n≠ 2.- זה סתירה, לP .  

  

  .Aלישרים על  ℓבין נקודות על  ועל אז יש התאמה חח"ע ℓלא על  נקודה Aישר ו  ℓאם   :1למה 

  

  צותונגדיר קב  הוכחה:

  

    }X  עלℓ  |X{  =L  

  }m  עלA  | {m =M  

  

  נגדיר העתקה
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f X AX

→
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f1      :מוגדרת היטיב  A  לא עלℓ ,X  עלℓ ⇐ A X≠ לכן קיים ישר יחיד  .AX  על|X A.  

  

2     f י אם כ חח"ע,X Y ∈ℓ  שכך-AY= XA ⇐ Y,X " "עלAX אם  אזX Y≠ אזי A על""  XY 

X-. סתירה להנחה שℓלא על  A -ו Y,Xהוא ישר היחיד דרך  ℓאבל  Y≠.  

 

� f :לכל ישר    עלm  עלA ,m ≠ ℓ  לכן קיים נקודת חיתוךX  A m∈, X m∈⇐    

m AX=    לכן( )f X AX=              מש"ל  

  

, : קיימים )P.5אלי ל ודה(   :2משפט  ,A B C ירשלוש נקודות שאינם על ישר אחד.  נגד 

BC

m CA

n AB

=

=

=

ℓ

  

m≠ℓ  כי, ,A B C  אינם על ישר אחד ובאות בm n

n

≠

≠ ℓ

אז  P.2לה'  mℓ,אין עוד נקודות חיתוך של   

, ,m nℓ  נפגשים  ב נקודOהיא שווה ל ,-A  של  כחיתוך,m n ול-C  כחיתוך של,mℓסתירה לכך ש  . -

A C≠  

  

  על כל נקודה יש לפחות שלושה ישרים.)P.4(הדואלי ל   :3משפט 

  

,שקיימים  P.5נקודה, נתון מ  Dהוכחה:    תהי  ,A B C  .שלא כולם על ישר אחד  

  ששלושת הישרים 4הוכחנו במשפט 

                                                 

BC

m CA

N AD

=

=

=

ℓ

   

 ℓ'ת על וה חח"ע בין נקודמאתלפי למה, יש ה ℓ' םמה.  לכן אחד ואינם עם נקודה אחת Dאינן על 

  .Dישרים על  ת שלושהולפח לכן יש DDוישרים על 

  

  :  אם משפט נכון, גם הדואל נכוןעקרון הדואליות,לכן גיאומטריה פרויקטיבית 

  ת:וופיס ותאומטריג

  

  נקודות על כל ישר. nנקודות על ישר אחד, אז יש בדיוק  nאם יש בדיוק   :4משפט 

  

 , יש3. לפי משפט 1P., שקיים לפי דת חיתוךנקו X . קיים ישר אחר m -, ןהנתון רהיש ℓתהי   הוכחה:

n  .Yעל  Y, יש עוד נקודה P.4 , לפיXעל  nשעוד ישר  m∉  Y ∉ℓ 2 לפי.P יש  .2.  לפי למה
חח"ע ועל בין  יש התאמה עקרון הדואליות,לפי  ℓ לבין נקודות על Yועל בין ישרים על  התאמה חח"ע

      m . נקודות על  nלכן יש בדיוק  mלנקודות על  Y ישרים על 

  

              Y  

 

  

 

  

  

  

  

nX 

1X 

• 

• 
• 



2נקודות על כל ישר, יש   nאם יש   :5משפט 
1n n− 2ישרים ו  +

1n n−   נקודות סה"כ. +

  

,יהיו   ה:הוכח ,A B C  שלוש נקודות שאינם על ישר אחד, ונגדירBC=ℓ  אזיA∉ℓ.  

  

נקודות  nיש  ℓעל 
1
... nX X.  

  

ישרים  nיש Aעל 
1 1

,... n nm AX m AX= =  

  

כל הנקודות בגיאומטריה נמצאים על 
1
... nm m.  

  אשר צריך  Aודרך  Zדרך  AZ,יש ישר   Zכי אחרת אם יש 

ה בנקוד BC=ℓלפגוש את 
iX  קיים ישר  .

iAX.  

בנקודה  ℓהוא חתוך את 
iX ואז  

 
i iAZ AX m= =.  

  

1nיש  imעל כל    .Aמ נקודות חוץ −

iכולם שווים כי  jA m m= ∩.  

)כ     "לכן יש סה )2
1 1 1n n n n− + = −   נקודות בגיאומטריה     +

  
2

1 9 3 1 7n n− + = − + =   3n =  

  
2

1 16 4 1 13n n− + = − + =   4n =  

  

3אין גיאומטריה לכל  n≤  1רק לn p= 2ראשוני. מתאים ל  p עבור     +
1p p+ +  

  

2המישור האויקלידי המורחב:  לקחנו את המישור האויקלידי הרגיל   :Iמודל 
ℝ  והוספנו קבוצה  

                                

}של נקודות אידיאליות המתאימה חח"ע    }∪ ∞ℝ    
2 ∪ ∪∞ℝ ℝ ונתנו קואורדינאטות  

)בלתי הומוגניות    ) 2
,X Y ∈ℝ            נקודות  

      m∈ℝ   שיפוטים  

      ∞ =   ∞-נקודת ה      ∞

  

  לגיאומטריה פרויקטיבית  :IIמודל 

3ונגדיר   Fנבחר שדה 
* 0F F= −    

                                                

)דרך   3Fנקודות:  ישרים ב   )0,0,0     :( ), ,t a b c  

  ישרים:   משורים  

  

0dx ey fz+ + =  

  שנסמן ב

             [ ], ,d e f   

)  נקודה  ), ,a b c  על ישר[ ], ,d e f אם מתקיים  

 0da eb fc+ + =    

( ), ,a b c  הנקודההומוגניות של ת  וטאניאורדקונקרא  

  

nX  

1X 

• 

• 
• 

1
m  

A 

nm  

ℓ 



[ ], ,d e f קואורדינאטות הומוגניות של הישר  

  

   


