אלגוריתמים מקוונים – Online Algorithms
סיכום שיעור 1 – מ 15.3.2001

באופן עקרוני כל מה שקורה בחיים הוא online.

לדוגמא בעיה חישובית: בבנק רוצים לחשב ממוצע יתרות לחשבונות הבנק – בעיה טריוויאלית – יש את כל הנתונים ויש פלט. בעיה זו הופכת להיות בעיית online כאשר נוספים חשבונות חדשים. אין צורך לבצע שוב את כל החישוב מחדש כדי לבצע עדכון.

ישנן בעיות דומות בתחומים אחרים – כלכלה – חישוב מדדי מניות, מערכות הפעלה, רשתות, רובוטיקה.

דוגמא במערכות הפעלה: דפדוף – paging – יש זיכרון איטי וזיכרון מהיר n דפים בזיכרון האיטי ו k דפים בזיכרון המהיר. זמן גישה לזיכרון המהיר זניח – שואף ל 0 ובזיכרון המהיר גדול, נניח 1. צורת הגישה  לזיכרון האיטי מתבצעת ע"י הבאת דף מהזיכרון האיטי לזיכרון המהיר, ופינוי דף מהזיכרון המהיר. ההחלטה איזה דף להוציא מהזיכרון המהיר היא אלגוריתם online.

דוגמא אחרת במערכות הפעלה: scheduling / load balancing – ישנן m מכונות, ומגיעים ג'ובים לביצוע. בכל שלב צריך להחליט באיזה מכונה יופעל ג'וב,, כך שלא תהיה מכונה אחת עמוסה מאוד, ואחרת פנויה.

בעיה ברשתות: routing – נציג רשת ע"י גרף. בכל שלב מגיעה בקשה למציאת מסלול בין שני זוגות צמתים בגרף. בעיה אפשרית – בהינתן קבוצת זוגות, מה מספר הזוגות המקסימלי שאפשר ליצר בינן מסלול.

באופן כללי אנו רוצים לפתור בעיית אופטימיזציה P.

יש קלט i(I והאלגוריתם מחשב o(O.

המטרה היא להביא למינימום (או מקסימום) את המחיר costAlg(I).
קיימת פונקציה cost(o) – לא תמיד ניתן להגיע למינימום על כל קלט, אפשר לשוב על המקרה הגרוע (worst case) – זהו האלגוריתם האופטימלי:
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costOPT(I) = inf costAlg(I)

האלגוריתם האופטימלי יכול להיות מורכב – אקספוננציאלי. לכן מדברים על אלגוריתם קירוב פולינומיאלי (אפרוקסימציה):

(I costAlg(I)( c( costOPT(I)

בקורס זה לא נדון באלגוריתמי קירוב.

אלגוריתמי online
נתונה סידרה של בקשות (אירועים) - (i=(1(2…(i שמגדירה קלט. למשל בדוגמת ה-routing כל בקשה היא זוג צמתים, בינם צריך למצוא מסלול. הבקשות לא מגיעות יחדיו, אלא במרחק זמנים אחד מהשני. 

אלגוריתם online צריך ליצר סידרת תגובות, למשל להחליט איזה דף יוצא ב paging: 

הפלט  ai=a1a2…ai צריך לקיים ai=fi((i). לא קיים אלגוריתם שעל כל קלט מכיל את המחיר הכי נמוך, למשל ב paging ה worst case הוא שתמיד כל גישה לדף בזיכרון תחגרום להבאתו מהזיכרון האיטי, ואז כל בקשה היא בעלת ערך 1. 

אנחנו מחפשים משהו מקביל לאלגוריתם קירוב. נטפל  באלגוריתמים תחרותיים  (Competitive Analysis). הראשונים שהתחילו לטפל בנושא היו Sleator ו Tarajan בטיפול במבני נתונים.

[image: image12.wmf])

(

)

(

sup

cos

cos

s

s

s

s

t

t

OPT

ON

c

=

"

באלגוריתמים תחרותיים חזקים – (Strictly Competitive)  רוצים שהיחס הבא יהיה קבוע:

הגדרה זו שקולה להגדרה:

costON(() ( c( costOPT(()
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החיסרון בהגדרה זו הוא שלעיתים כשהסדרה קצרה המחיר גבוה, לכן נשתמש בגדרה דומה:

הגדרה זו שקולה להגדרה:

costON(() ( c( costOPT(() + a

מספר דוגמאות לאלגוריתמי online:

הדוגמא הקלאסית - בעיית הסקי:

הולכים לעשות סקי ולא יודעים מראש כמה ימים נישאר, וצריך להחליט עם לשכור את ציוד הסקי או לרכוש אותו.

באופן פורמלי:

עושים סקי T ימים ( T אינו ידוע )

המחיר לקניית הציוד B.

המחיר לכירת ציוד ליום 1.

סידרת הפלט היא "לא" כל עוד מחליטים להמשיך לשכור עד שהפלט הוא "כן" – לקנות את הציוד.

אלגוריתם אופטימלי: 


אם T(B נקנה


אם T<B נשכור T ימים


כלומר costOPT =min{T,B} 
האלגוריתם ONi:: שכור i ימים. ביום i + 1 קנה. אלו כל האלגוריתמים האפשריים לבעיה זו.
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משפט: ONB-1 הוא 2-1/B תחרותי (חזק)

אם T(B אז i<T:
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אם T>B:

costON = costOPT = T

משפט: לכל אלגוריתם יחס התחרותיות (חזק)  c (  2 – 1/B
נסתכל על הסדרה T + i:

costON = i + B

costOPT = min{ i + 1 , B }

נחלק לשני מקרים:

i + 1 ( B:
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i + 1 < B לכן i + 2 ( B
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אם היה c כך ש:

(( costON(c(costOPT

אז c ( 2 - 1/B
דוגמה נוספת- Lost Cow:
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הלכנו להתרחץ, והשארנו את התיק על החוף, לא יודעים לאן לחזור – יש להגיע אל התיק כדי לראות אותו (שכחנו את המשקפיים בתיק…)

משפט: האלגוריתם הוא 9 תחרותי.

המקרה הגרוע הוא שהתיר מעט אחרי 2j כלומר 2j + (.

costOPT = 2j + ( 
costON = 2 ( 1 + 2 + 4 + …2j+1) + 2j + ( ( 2(2j+2 + 2j + ( ( 9(2j + ( ( costOPT

Amortized Analysis
נתונה סידרה של פעולות:

O1O2O3…On
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דוגמא – מונה בינארי

נתון מונה בגודל k ספרות בינאריות – רוצים להגדיל אותו עד מספר מסוים (נניח לא גדול מ 2k ). העלות של שינוי ביט היא 1.

worst  case = k

total cost ( n(k

amortized cost ( k

משפט:
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נוכיח במספר שיטות:

שיטת המהנדס:

ביט 1 משתנה כל פעולה

ביט 2 משתנה כל שתי פעולות

ביט 3 משטנה כל ארבע פעולות

ביט j משתנה כל 2j-1  פעולות
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שיטת הבנקאי: Credit-Debit Method
על כל פעולה מקבלים קרדיט, ולכל פעולה יש מחיר. פעולה שעולה פחות מהקרדיט נותנת עודף, פעולה שעולה יותר – צריך שיהיה עודף מהפעולות הקודמות.

בבעיה שלנו עבור כל פעולה מקבלים קרדיט 2.

טענה: לכל ביט 1 יש קרדיט 1 משויך לו.

שיטת הפיזיקאי

(פוטנציאל) (i =   פעולותiמספר ה 1-ים במונה אחרי   
b = c(Oi) + (i - (i-1 ( (

[image: image10.wmf]å

å

×

£

F

-

F

+

=

i

i

n

i

i

n

)

c(O

)

c(O

a

0


נניח  (0=0 , (n(0
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נניח c(Oi)=j



(i-1 =j – 1 + x        
…0…11111

(i = 1 + x

…1…00000
c(Oi)+ (i - (i-1 = j + 1 – (j – 1) = 2

סימולצית תור ע"י 2 מחסניות
סידרה של פעולות I(x) – הוספה, D(x) – מחיקה. (אין יותר מחיקות מהוספות)

נתונות שתי מחסניות A,B
I(x) – מכניסים ל A
D(x) – אם B לא ריקה אז מוציאים מ B, אחרת מעבירים את כל אברי A ל B, ואז מוציאים.

worst case – כל ההוספות לפני המחיקה.

נראה: amortized cost ( 3 
נשתמש בשיטת ה Credit-Debit :

עבור I(x) נקבל 3 קרדיט

עבור D(x) נקבל 1 קרדיט

בהתחלה מכניסים איברים ל A – עבור כל פעולה מקבלים 3 קרדיט ומבזבזים 1 עבור ההכנסה. כל העברה מ A ל B – 2 פעולות (הוצאה + הכנסה)


סה"כ המחיר עם 2 מחסניות:

total cost ( 3#insert + #delete (  3(  מחיר עבור תור רגיל 

Alg
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