אנליזה של שגיאות
יהי 
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  קירוב למספר מדויק x, אזי השגיאה המוחלטת מוגדרת כ- 
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כאשר אין חשיבות לסימן של x , השגיאה היחסית מאופינת כ- 
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. אם השגיאה המוחלטת קטנה בהרבה מ- 1, אזי ניתן לקרב: 
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  , הערה: אם שגיאה יחסית אינה קטנה בהרבה מ- 1, אין שום משמעות לקירוב זה; באותה מידה אפשר לקרב כל מספר ע"י אפס (בלי להתאמץ יותר מדי) עם שגיאה יחסית שווה בדיוק לאחד.

אנחנו נעבוד רק עם חסמים לשגיאה-שאר הדברים פחות מעניינים אותנו.

מס f.p מיוצג על ידי  d0.d1d2d3….dp-1*Be  
P מס ספרות משמעותיות או מספר הספרות שהמחשב יכול לייצג ,B בסיס ,  E-חזקה 

החסם לשגיאה היחסית  במחשב קרוי 
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 ותלוי בגודל היחסי של המנטיסה להלן P 

ולכן במכונה בינארית כל חישוב חסום על ידי
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ייצוג מספרים במחשב
המחשב הוא מכונה חשמלית  בעלת זיכרון , הזרם מיוצג  באופן לוגי 0 או 1 ,0-מציין שלא זורם זרם בקו החשמלי ו1 מציין שזורם זרם. על כן חישובי המספרים במחשב הם בבסיס 2 ,כי בפועל הוא יכול לבדוק רק דבר אחד האם יש זרם  או לא. 

במחשב רגיל יש שני תקנים float וdouble 

בתקן float משתמשים ב32 סיביות יצוג(להזכירכם הם מיצגים 1 אם 0)

בתקן double משתמשים ב64 סיביות יצוג(להזכירכם הם מיצגים 1 אם 0)

תקן float:
             מנטיסה-23 סיביות                                              חזקה-8 סיביות                      סימן

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	Sign


sign

סיבית הסימן מייצגת האם המספר שלילי או חיובי  , 0-מספר חיובי , 1-מספר שלילי

חזקה

החזקה מוצגת על ידי  8 סיביות הסיבית הראשונה מימין  מיצגת את החזקה 0  , טווח החזקות הוא בין 0 ל 255 כדי לייצג שברים מתיחסחם לטווח בין 126–   כאשר כל הסיביות הן 0 פרט לאחרונה  לבין 127 כאשר כל הסיביות הן  1, לדוגמה החזקה 00110010 מייצגת את המספר 1*2^1+1*2^4+1*2^5=50 מהתוצאה מורידים 127 וזה נותן את החזקה -77 . 

מנטיסה

המנטיסה נספרת כמו מספר משמאל לנקודה ולכן החזקות שלה הם שליליות ומתחילות מ1- במיקום הראשון משמאל כמו כן המחשב מוסיף למנטיסה את הערך 1 אוטומטית(לא מיוצג במחשב)

לדוגמה המנטיסה

00000 00000 00000 01000 011 מייצגת את  המספר

1+1*2-2+1*2-3+1*2-5=1.40625

המנטיסה בערכה המקסימלי (כשכל 23 הספרות הם 1)היא מספר שקרוב מאוד ל 2.
ולכן חישוב כללי של מספר בתקן float


היצוג הבא מנטיסה:להזכירכם במנטיסה הספירה היא משמאל לימין הוא
	23
	22
	21
	20
	19
	18
	17
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1
	1


1+2-1+2-2+2-3+2-6+2-9 ה1 מגיע אוטומטית ולא מיוצג במנטיסה בפועל.

החזקה (נספרת מ0 והולכת מימין לשמאל):

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	0
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0


23+25+26-127=23 -

סיבית הסימן היא 0 –ולכן המספר חיובי וכל המספר עצמו שווה בערך ל  2.2*10-7
נראה גם את התהליך ההפוך  למשל  הייצוג של המספר 46.75 , תחילה נפרק את המספר 46.75 לחזקות של 2  , 2-1+2-2 +46.75=25+23+22+21 

בשלב הבא מוציאים את החזקה הכי גבוהה של 2  מחוץ לסוגריים במקרה שלנו החזקה הכי גבוהה היא 25 וזה נותן את ההצגה הבאה, כך שלא יהיה בסוגריים חזקות ממספרים טבעיים
1+2-2+2-3+2-4+2-6+2-7)) 25
עכשיו נעביר את המספר לייצוג של מחשב. 

Sign-סיבית הסימן- המספר חיובי לכן הסיבית היא 0

החזקה- החזקה הכי גבוהה היא 5 ויש להוסיף לה 127(כדי להעביר לייצוג מחשבי) לכן החזקה היא 132

132=27+22 נסמן 1 במיקומים המתאימים

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1


במנטיסה נסמן את הספרה 1 בהתאם לחזקות (כשלדוגמה: 2- מציין את המיקום השני) ובשאר הספרות נסמן 0 , 1+2-2+2-3+2-4+2-6+2-7 (1 לא מיוצג)

	23
	22
	21
	20
	19
	18
	17
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	1
	0


בתקן float

· החזקה הנמוכה ביותר היא 126-  והיצוג שלה הוא 0001 0000

· החזקה הגבוהה ביותר היא 127   והיצוג שלה הוא 1110 1111

· כאשר החזקה המחשבית היא 0000 0000 והמנטיסה שווה כולה לאפסים – זהו ייצוג של המספר 0.

אם לפחות אחת מספרות המנטיסה שווה ל1 אזי זה מייצג את המספרים בין 

2-126>X < 2-126-

· החזקה המחשבית 1111 1111 –מייצגת את ∞

תקן Double
סיבית סימן אחת(מסומנת באדום)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	sign

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


ו 11 סיביות חזקה  הנוסחה הפעם תהיה 
המנטיסה תהיה עם 52 ספרות דיוק (בבסיס 2 ) ועקרונות המנטיסה יהיו זהים לתקן float

· החזקה הכי גבוהה היא 211-1 (כל סיביות החזקה הם 1) מייצגת את לכן המספר הכי גבוה 
הוא 21023
· באותה צורה כשכל סיביות החזקה הם 1 המספר המיוצג הוא ∞
· החזקה הכי נמוכה היא  1022-,ביצוג הזה של סיביות החזקה : 0001 0000 000
· יש יצוג לתת מספרים כשהחזקה כולה אפסים והמנטיסה לפחות עם 1 אחד   2-1022>X||
עיגול (Rounding) ע"פ IEEE Floating Point Standard
קיימים ארבע אפשרויות לבצע עיגול ע"פ IEEE Floating Point Standard:

· ro : עיגול לכיוון אפס.

· roo : עיגול לכיוון אינסוף.

· r-oo : עיגול לכיוון מינוס אינסוף.

· rne : עיגול לכיוון המספר הקרוב ביותר, וכאשר המרחקים שווים, עיגול לכיוון הזוגי שביניהם.

כל המעבדים הקיימים היום תומכים בתקן זה של IEEE הבעיה בשימוש במגוון המצבים היא ששפות התכנות המקובלות היום בשוק (C,C++) אינן תומכות במעברים בין המצבים בצורה ישירה.

בעית הדיוק באה לידי ביטוי שנגמרות לנו ספרות הדיוק במחשב בתקן DOUBLE יש במנטיסה 52 ספרות דיוק, לכן על פי החסם לשגיאה היחסית  B( -p+1)* 0.5 -  מספר הספרות שלנו הם 52 מה שמאפשר לנו דיוק עד  16- 10*2.22 בבסיס 10 בצורה זו המחשב יכול ליצור שורה של בעיות חישוב כמו הבעיה הבאה: 

החלפת סדר האברים בסכום אינה משפיעה על התוצאה. האם זה נכון גם עבור חישובים מקורבים?

התשובה היא (כמובן) לא. דוגמה: נניח שמחשב שלנו עובד עם 6 ספרות (עשרוניות) במנטיסה, כלומר, מייצג כל מספר ע"י 6 ספרות אחרי הנקודה כפול 10 בחזקה מתאימה, למשל 
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. אם נחליף סדר האברים יוצא 
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 (אחד מוזנח לאומת מיליון כי הספרה שאמורה להשתנות היא ספרה שביעית שמוזנחת. אם כן, לחבר מספרים בצורה נכונה אין ביכולתינו. אין להתפלא שדברים מסובכים עוד יותר גם לא נצליח לעשות.

טעות קירוב

טור טיילור אם פונקציה f  גזירה N+1 פעמים ברציפות בקטע 
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 x – נקודה מסוימת (לא ידועה מראש) בקטע 
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1) מצא 3 אברים בפתוח לטור טיילור וגם חסם לאיבר השגיאה עבור 
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היא מונוטונית עולה וחיובית, החסם על הערך מוחלט שלה הוא ערך שלה בנקודה המקסימלית האפשרית. אם 
[image: image22.wmf]1

>

t

 זו t, אחרת – 1. 
[image: image23.wmf]6

)

1

(

)

8

,

8

max(

3

2

2

3

-

×

£

t

e

e

R

t

.

2) בצע ליניאריזציה עבור הפונקציה 
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פתרון: נפתח את הפונקציה לטור טיילור עד האבר הליניארי. 
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. דוגמה ספציפית: 
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3) מצא שני אברים ראשונים (שלא מתאפסים) בפתוח של 
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 לטור טיילור סביב 
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פתרון: ניתן, כמובן, לגזור את הפונקציה כמה שצריך פעמים (נצטרך לגזור פעמים רבות), אך אין זה הכרחי. ידוע ש- 
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הערה: היינו אמורים לגזור את הפונקציה 12 פעמים כדי לקבל את התוצאה!
4) קרב את 
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 ע"י פולינום ממעלה 2 באמצעות טור טיילור ומצא חסם לשגיאה בקטע 
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טעות מתפשטת

יהי x   וקטור  
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ולכן נורמה 1 של וקטור שווה לסכום איברי הווקטור ונורמה אינסוף שווה לאיבר הגדול ביותר בווקטור.

*תהי A מטריצה -אזי נורמה t   של A
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*נורמה 1 של מטריצה שווה לסכום העמודה המקסימלית(כשהערכים בערך מוחלט)

*נורמה אין סוף של מטריצה שווה לסכום השורה המקסימלית(כשהערכים בערך מוחלט)

דוגמה:

תהי A מטריצה 
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ישנם שני מקורות לשגיאת חישוב של פונקציה. אחד הוא אי-דיוק הקלט  שנובע לא רק משגיאת מדידות וכו' אלא גם ממגבלות המחשב)זוכרים המחשב מכונה סופית וכו'(. השגיאה הזאת שנובעת מאי-דיוק קלט נקראת שגיאת קלט(או עיגול).  המקור השני לשגיאה הוא אי-דיוק של ביצוע פעולות חשבון במחשב תוך חישוב הפונקציה. השגיאה שנובעת מסיבה זו נקראת שגיאת קירוב (שגיאת אלגוריתם), והמקור השלישי הוא השגיאה מתפשטת .
הנוסחה הכללית לשגיאה מתפשטת : 
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 כאשר x ו u יכולים להיות רב מימדיים , אם רוצים לדייק בחישוב הנוסחה אזי 
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,אם הפונקציה רב מימדית ניתן להשתמש ביעוקביאן ולעשות הכפלת מטריצות 
[image: image47.wmf]()
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.
דוגמא:מצא חסם לשגיאה מוחלטת ויחסית של נפח כדור  
[image: image48.wmf]3
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  כאשר הקוטר d=3.7+0.05 וpi=3.14
פתרון:
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מציאת שגיאת סכום, הפרש, מכפלה, חילוק של שני מספרים.
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בשגיאות יחסיות: 
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[image: image52.wmf])
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באופן כללי חישוב שגיאות במחשב  
[image: image54.wmf]froundingerrorapproximantionerrorspreade
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-מספר מצב Condition number.
מספר מצב בודק איך טעות בקלט משפיעה על הטעות בפלט .  כאשר מדובר בפונקציות  איך הטעות ב x משפיעה על הטעות ב f(x) 
כאשר הפונקציה חד – מימדית 
1.א
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הרכיב שמסומן בקו תחתון מציין את ה conditioning
1.ב

 כאשר הפונקציה רב – מימדית 
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1.ג 
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דוגמא:

נחשב את   condition number עבור הפונקציה 
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ולכן עבור הנקודה הנ"ל:   
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סה"כ ה condition של הפונקציה הוא: 
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חזקה מתמטית =127- חזקה מחשבית





(-1)sign*(1+translate_mantisa)*2 (exponent-127)





חזקה מתמטית= 1023-חזקה מחשבית
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